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In den Vorlesungen zu den Grundlagen der theoretischen Informatik haben wir Probleme unter der
Fragestellung betrachtet, ob diese entscheidbar, also grundséitzlich algorithmisch 16sbar sind. Trotz
der Existenz eines solchen Entscheidungsverfahrens kénnen gewisse Probleme in der Realitét, d.h.
auf realen Maschinen, nicht ,effizent” 16sbar sein. Die Komplexititstheorie bietet uns die Moglichkeit
Probleme hinsichtlich des fiir ihre Losung nétigen Aufwands zu untersuchen.

Was ist Zeitkomplexitidt und wie wird sie bestimmt?

Informal kann man sich den Begriff Komplexitét in unserem Zusammenhang zun#chst als Bewertung
eines Losungs-/Entscheidungsverfahrens beziiglich der von ihm bendtigten Ressourcen vorstellen.

Beim Turingmaschinenmodell, auf dessen Basis die folgenden Beispiele formuliert sind, ist das iibliche
Zeitmafs die Anzahl der Kopfbewegungen. Die Bestimmung der Zeitkomplexitit erfolgt in Form einer
Analyse. Dabei werden problemspezifische FEinflussfaktoren aufser Acht gelassen und die Laufzeit nur
in Abhéngigkeit von der Lange der Eingabe dargestellt. Die Zeitkomplexitdt einer deterministischen
Turingmaschine ist wie folgt definiert:

Definition

Ist M eine deterministische Turingmaschine, die auf allen Eingaben hilt, dann ist die Laufzeit
oder Zeitkomplexitit von M eine Funktion f : N — N, wobei f(n) die Mazimalanzahl von
Schritten ist, die M bei einer Eingabe der Lange n macht.

Sprechweise: M ist eine f(n)-Zeit-Turingmaschine.* oder M lauft in f(n).“

Zu analysieren ist hier also der ,,worst case (die maximale Laufzeit) fiir Eingaben einer gewissen Lan-
ge. Die ,average case-Analyse betrachtet Gegensatz dazu den Durchschnitt aller méglichen Laufzeiten
fiir eine Eingabelinge und erfordert im Allgemeinen umfangreiche statistische Betrachtungen.

Die Einschrankung auf die Lénge der Eingabe als Parameter und die Unabhéngigkeit von konkreten
technischen Gegebenheiten durch ein abstraktes Maschinenmodell machen unsere Ergebnisse grund-
satzlich vergleichbar. Doch im Gegensatz zur Frage nach der Entscheidbarkeit eines Problems sind die
verschiedenen Maschinenmodelle beziiglich der Zeitkomplexitdt nicht dquivalent. Die Laufzeit eines
Algorithmus ist also auch abhéngig vom zugrunde liegenden Maschinenmodell.

Die asymptotische Analyse, eine Form der Abschéatzung der Laufzeit fiir grofse Eingaben, und die
zugehorige Notation (O-Notation) vereinfacht nicht nur die Laufzeitbestimmung. Wie spéter gezeigt
wird, ermdglicht sie auch eine Klassifizierung von Problemen nach ihrer (Zeit-)Komplexitét, die von
Unterschieden (gleichméchtiger) Maschinenmodelle weitgehend unabhéngig ist.

zur Erinnerung: O-Notation
1. asymptotische obere Schranken
Seien f und g Funktionen mit f,g: N — R, dann ist
- g obere Schranke von f, geschrieben f(n) = O(g(n)) falls natiirliche Zahlen ¢ und ng
existieren, sodass: Vn >ng: f(n) <c-g(n)
- g starke obere Schranke von f, geschrieben f(n) = o(g(n)), falls lim % = 0 bzw. in

n— oo
obiger Formulierung falls fiir alle ¢ € R ein ng € N existiert, sodass:

Vn >ng: f(n) <c-g(n)
2. grundlegende Prinzipien:

- Nur der Term hochster Ordnung eines Ausdrucks wird beachtet.
- Konstante Faktoren werden aufser Acht gelassen.

3. O-Notation ist vertriglich mit gewthnlichen arithmetischen Operationen



Analyse von Algorithmen

Wir betrachten im folgenden beispielhaft die Sprache A = {0*1¥ |k > 0}, deren Entscheidbarkeit wir
in den GTI-Vorlesungen (implizit durch eine erzeugende Grammatik) gezeigt haben.

Die folgenden zwei Turingmaschinen entscheiden A durch verschiedene Ansétze mit unterschiedlichen
,worst case“-Laufzeiten.

Die Beschreibung erfolgt dabei so genau, dass man die Koptbewegungen zdhlen kann. Modellspezifische
Details, die die Laufzeit um nicht mehr als einen konstanten Faktor beeinflussen (z.B. die Neuausrich-
tung des Kopfes der Turingmaschine) werden hierbei nicht beachtet. Bei der asymptotischen Analyse
werden Faktoren dieser Grofenordnung wie oben erwdhnt als vernachléssigbar angesehen. Das ermog-
licht uns auch, die Beschreibung in menschlicher Sprache zu formulieren.

Eine zeilenweise Gliederung der Beschreibung entsprechend der Phasen, die ein bestimmter Algorith-
mus durchliuft, ermoglicht es die einzelnen Zeilen/Phasen weitgehend isoliert zu betrachten und dann
auf die Gesamtlaufzeit zu schliefen.

Turingmaschine M; arbeitet wie folgt beschrieben:

Turingmaschine M;: ,Auf Eingabe w:

1. Laufe iiber das Band und verwerfe, falls eine 0 rechts von einer 1 gefunden wird.

2. Solange sowohl Nullen als auch Finsen auf dem Band verbleiben:

3.  Laufe {iber das Band und l8sche jeweils genau eine 1 genau eine 0.

4. Falls entweder Finsen oder Nullen auf dem Band verblieben sind: verwerfe.
Sonst, falls alle Zeichen vom Band gel6scht wurden: akzeptiere.”

Analyse von M;
Bezeichne n die Lénge des Eingabewortes w, dann:

e Zeile 1 benotigt n Schritte um die Reihenfolge von Nullen und Einsen zu priifen und ggf. n
Schritte um den Kopf zur Ausgangsposition zu bewegen. Phase 1 bendtigt also insgesamt 2n
oder O(n) Schritte.

e Jeder Durchlauf von Zeile 3 benétigt O(n) Schritte. Dies wird hochstens § mal wiederholt.
Die Zeilen 2 und 3 benétigen also insgesamt 5 - O(n) = O(%Q) = O(n?) Schritte.

e Zusammen mit Zeile 4 (O(n) Schritte) betrigt die Laufzeit von My:

O(n) + O(n?) + O(n) = O(n?)

Die Turingmaschine My verdeutlicht, dass eine Turingmaschine, die ein gewisses Problem entscheidet,
beziiglich ihrer Zeitkomplexitdt nicht zwangsldufig optimal sein muss.

Die O(n - log(n))-Zeit-Turingmaschine My arbeitet wie folgt:

Turingmaschine My:  Auf Eingabe w

Laufe iiber das Band und verwerfe, falls ein 0 rechts von einer 1 gefunden wird.
Solange sowohl Nullen als auch Einsen auf dem Band verbleiben:
Priife, die Gesamtanzahl von Nullen und Einsen. Falls ungerade: verwerfe.
Beginnend mit der jeweils ersten: Markiere erst jede zweite 0 und dann jede zweite 1.
Falls keine Nullen und Einsen auf dem Band verbleiben: Akzeptiere. Sonst: Verwerfe.*

A R

Funktionsprinzip von Mo:

Falls Zeile 2 erreicht wird, kénnen wir eine korrekte Reihenfolge von Nullen und Einsen vorraus-
setzen. Alle gleichgrofen Anzahlen k& von Nullen und Einsen werden immer zu gleichen Teilen
gestrichen - Wir akzeptieren in Zeile 5. Jede Differenz d zwischen den beiden Anzahlen fiihrt zu
einem der beiden folgenden Félle:

Fall 1 d < k: Die Differenz resultiert bei Eingabelédnge n nach hochstens |loga(n) + 1] Schleifen-
durchléufen (Zeilen 2 bis 4) zu 1 fiithrt so zu einer ungeraden Gesamtanzahl von Zeichen (Verwerfen
in Zeile 3).

Fall 2 d > k: Die Differenz fiihrt spatestens als unbalancierter Rest in Zeile 5 zum Verwerfen.



Analyse von My
Bezeichne n die Liange des Eingabewortes w, dann:

e Zeile 1 und 5 bendtigen wie bei My O(n) jeweils Schritte.

e Die je O(n) Schritte der Zeilen 3 und 4 werden insgesamt héchstens (1+logan)-mal wiederholt,
da sich die Gesamtanzahl von Nullen und Einsen in jedem Schleifendurchlauf halbiert. Also
insgesamt in dieser Phase: (1 + logan) - O(n) = O(n - log(n))

e Die Gesamtlaufzeit fiir My ist damit O(n) + O(n - log(n)) + O(n) = O(n - log(n)).

Zeitkomplexitatsklassen und ihr Zusammenhang mit Maschinenmodellen

Wir haben bisher 2 Turingmaschinen gesehen, die unser beispielhaftes Problem A mit einem bestimm-
ten Zeitbedarf entscheiden. Die folgende Definition schligt die Briicke zwischen der Laufzeit einer
konkreten Turingmaschine und der Zeitkomplexitiat des Problems, dass sie entscheidet:

Definition

Sei t : N — N eine Funktion. Dann Zeitkomplexitétsklasse T'IM E(t(n)) wie folgt definiert:
TIME(t(n)) = {L| List eine Sprache, die von einer O(t(n))—Zeit — TM entschieden wird. }

Also ist A € TIME(n - log(n)). Die Definition schlieRt nicht aus, dass auch A € TTM E(n?). Fiir eine
Funktion f mit f(n) = O(g(n)) auch jede Funktion h obere Schranke von f, falls g(n) = O(h(n)).
Diese Teilmengenbeziehung iibertragt sich auf die Definition von TIM E(t(n)).

Eine 2-Band-Turingmaschine, kann unser Beispiel-Problem A in Zeit O(n) entscheiden, indem sie die
Folge von von Einsen auf das 2. Band kopiert und dann die Nullen (auf Band 1) und Einsen parallel
liest. Verwerfen wiirden wir in diesem Fall sobald zu einer Eins (Null) keine entsprechende Null (Eins)
auf dem jeweils anderen Band vorhanden ist.

Aus diesem Ergebnis kénnen wir jedoch nicht ohne Weiteres auf die Komplexitit von A schliefen.

Satz

Sei t(n) eine Funktion mit t(n) > n, dann:
Fiir jede t(n)-Zeit-Mehrband-TM gibt es eine dquivalente O(t?(n))-Zeit-Einband-TM.

Konstruktion einer 1-Band-TM M’, die eine k-Band-TM M simuliert:

M’ simuliert die & Bénder von M durch k getrennte aufeinanderfolgende Abschnitte auf seinem
einen Band. Die Kopfpositionen von M werden durch ein gesondertes Zeichen in den entspre-
chenden Abschnitten markiert. Nachdem M’ das Band in das entsprechende Format gebracht hat,
simuliert sie jeweils einen Schritt von M wie folgt:

In einem Lauf iiber den kompletten Inhalt des Bandes bestimmt M’ die Kopfpositionen und das
aktuell gelesene Zeichen von M (Phase 1). In einem zweiten Durchlauf aktualisiert M’ die Kopf-
positionen und ggf. gednderte Bandinhalte von M. Falls sich der Inhalt eines der & Bander von M
vergrokert muss der Bandinhalt von M’ entsprechend verschoben werden (Phase 2).

Beweisidee:

Sei M eine k-Band-Turingmaschine mit Laufzeit ¢(n) und M’ eine Einband-TM, die M nach obiger
Konstruktionsidee simuliert.

Die Laufzeit fiir Phase 1 ist abhéngig von der Lénge der & Abschnitte des Bandes von M’, die die
Béander von M représentieren. Diese Linge ist nach oben beschrankt durch die Laufzeit ¢(n) von
M, da M in dieser Zeit auf jedem Band hochstens ¢(n) Zellen liest/schreibt. M’ benotigt also zur
Simulation eines Schrittes von M k - t(n) = O(t(n)) Schritte. Fiir die insgesamt ¢(n) Schritte von
M folgt fiir M’ eine Laufzeit von t(n) - O(t(n)) = O(t%(n)).

(Die anderen hier nicht erwdhnten Phasen haben lineare Laufzeit O(n))

Dies verdeutlicht die schon erwiéhnte Abhéngigkeit der Zeitkomplexitat vom zugrunde liegenden Ma-
schinenmodell. Im folgenden Abschnitt werden wir sehen, dass Laufzeit-Differenzen wie die Zwischen
Einband- und Mehrband-Turingmaschinen bei der Frage nach der  effizienten” Losbarkeit eines Pro-
blems vernachléssighar sind und desweiteren was Nichtdeterminismus in diesem Zusammenhang be-
deutet.



Die Komplexitidtsklasse P und eine Abgrenzung nach oben

Die O(n-log(n))-Laufzeit von M betrigt bei groken Eingaben nur einen Bruchteil der quadratisch be-
schrinkten Laufzeit von Mj. Dieser Unterschied erscheint Vergleich zu exponentiell grofsen Differenzen
jedoch klein“. Dies kommt auch in der Definition Komplexititsklasse P zum Ausdruck:

Definition

P ist die Klasse der Sprachen die durch eine deterministische Turingmaschine in polynomieller

Zeit entscheidbar sind:

P = UTIME(nk) mit k = konstant
k

Wie eingangs angedeutet hat diese weitgefasste Definition einen entscheidenden Vorteil: Modelle, die
in Polynomialzeit durch eine Turingmaschine simuliert werden kénnen sind beziiglich dieser Definition
dquivalent. Diese polynomielle Aquivalenz gilt neben der Mehrband-Turingmaschine z.B. auch fiir
die Registermaschine (Quelle [2]).

Fiir nichtdeterministische Turingmaschinen (NTM) gilt diese Aquivalenz nicht. Die Definition
von nichtdeterministischen TM ist analog zur der von nichtdet. endlichen Automaten durch eine weiter
gefasste Ubergangsfunktion charakterisiert:

Fiir jede Konfiguration einer NTM kann es mehrere Folgekonfigurationen geben. Die Wérter der durch
eine NTM erzeugte Sprache sind dementsprechend diejenigen, fiir die eine akzeptierende Rechnung
existiert. Die Simulation einer solchen nichtdet. Turingmaschine durch eine deterministische ist ein
Beispiel fiir eine Situation die hdufig Ursache fiir exponentiell grofse Laufzeiten ist: Ein exponentiell
grofier Ergebnisraum muss (ohne genauere Informationen) , brute force* durchsucht werden.

Satz

Sei t(n) eine Funktion mit t(n) > n, dann:

Fiir jede t(n)-Zeit-NTM gibt es eine dquivalente 20*(™)_Zeit-Einband-TM.

Laufzeit einer NTM:

Man kann sich die Rechnung einer NTM bildlich als verzweigten Baum im Vergleich zum ein-
deutigen (linearen) Pfad der deterministischen Turingmaschine vorstellen. Die Laufzeit ist dabei
eine Funktion f : N — N, wobei f(n) die grofste mogliche Laufzeit aller moglichen Zweige der
Rechnung fiir alle Fingaben der Lange n ist.

Idee zur Konstruktion einer 3-Band-TM M’, die eine NTM M simuliert:

M’ durchsucht den Berechnungsbaum von M mittels Breitensuche. Dabei nutzt sie ein Band zur
Simulation eines Zweigs der Rechnung von M. Dieser aktuelle Zweig ist in Form einer ,, Adresse’
auf einem weiteren Band kodiert. Nach Abschluss der Simulation eines Zweigs wird mit der lexiko-
grafisch néchsten ,Adresse fortgefahren. So wird im Berechnungsbaum von M Knoten fiir Knoten
nach einer akzeptierenden Konfiguration gesucht.

Beweisidee:

Fiir eine Eingabe der Lange n ist die Lénge der Zweige des Berechnungsbaums der NTM durch ¢(n)
beschriinkt. Die Anzahl der dukeren Knoten des Berechnungsbaums von M betrigt hochstens b4
(Konstante b gegeben durch Ubergangsfunktion von M). Die Gesamtanzahl von Knoten ist kleiner
als das 2-b* (") betriigt also asymptotisch O(b* ™). Zusammen mit den #(n) nétigen Schritten folgt
fiir die Laufzeit von M’ O(t(n) - b)) = O(2t™),

Bei Simulation einer NTM durch eine deterministische TM entsteht also Laufzeitdifferenz die grofier
ist als das ,tolerierte Mafk“ in der Definition von P. Konkreter bedeutet das, dass aus der Losbarkeit
eines Problems auf einer NTM in polynomieller Zeit zunéchst nicht auf die ,effiziente” deterministische
Losbarkeit geschlossen werden kann (P-NP-Problem).
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