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Der Entscheidbarkeitsbegriff

Eine Sprache L heifft entscheidbar, falls es eine Turingmaschine M gibt, die auf eine Eingabe w akzeptierend hélt,
wenn w in L liegt und fiir w ablehnend hélt, wenn w nicht in L liegt.

Der Entscheidbarkeitsbegriff 14sst sich auf den Berechenbarkeitsbegriff zurlickfithren. Wir betrachten dafiir folgende
Funktion:
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f ist berechenbar, falls ein Algorithmus existiert (hier: ein Turingprogram), der diese Funktion berechnet.

Semi-Entscheidbarkeit

Eine Sprache L heifit semi-entscheidbar, falls es eine Turingmaschine M gibt, die auf eine Eingabe w akzeptierend
hilt, wenn w in L enthalten ist. Sollte w nicht in L enthalten sein, so muss M nicht unbedingt halten. Ist eine
Sprache L semi-entscheidbar, so gilt sie bereits als unentscheidbar.

Beispiele fiir entscheidbare Sprachen

Die Sprache Lpgpa = {< B,w > |w € L(B)} ist entscheidbar.
Beweis-Skizze: Wir simulieren B mit Hilfe einer Turingmaschine M folgendermafen:

1. M iiberpriift, ob < B,w > eine korrekte Eingabe ist. B muss aus folgenden Bestandteilen bestehen:
B = (Q72767QO7F>7 we X

2. M simuliert B direkt: Die Position und die Zustéinde von B werden auf dem Band von M gespeichert. Zu
Beginn ist B im Zustand gg und liest das erste Zeichen von w.

3. Die Zustande und Positionen werden entsprechend den Regeln von § aktualisiert.

4. Wenn M das letzte Symbol von w gelesen hat, so hilt M akzeptierend, wenn B in einem akzeptierenden
Zustand ist. Ansonsten hilt M ablehnend.

Die Sprache Lk = {< G,w > |w € L(G)} ist entscheidbar.

Beweis-Skizze: Wir konnen nicht alle moglichen Ableitungen der Grammatik mit einer TM M durchgehen und
iiberpriifen, ob eine davon das Wort w erzeugt, da es unendliche viele Ableitungen geben kann und M demnach nie
halten wiirde. Ebensowenig kénnen wir den zu Lk sg dquivalenten Kellerautomaten P durch M simulieren, da P in
eine Endlosschleife geraten kann, in welcher unendliche lange auf dem Stack gelesen und geschrieben wird, wahrend
P mittels e-Ubergingen die Zustéinde wechselt. Daher iiberfiihren wir G in die Chomsky-Normalform.

Satz: Ein Wort w, mit |w| = n > 0, welches sich durch eine kontextfreie Grammatik in CNF erzeugen lasst, braucht
fiir die Ableitung genau 2n — 1 Produktionsschritte.



Beweis: Vollstindige Induktion {iber n

Daher gehen wir mit M nur alle Ableitungen durch, die maximal 2n — 1 Produktionsschritte benétigen. Davon gibt
es endlich viele. Findet M eine Ableitung, die das Wort w erzeugt, so hilt sie akzeptierend. Erzeugt keine dieser
Ableitungen das Wort w, so hélt M ablehnend.

Unentscheidbarkeit

Das Prinzip der Reduktion

Eine Reduktion bedeutet, ein Problem A auf ein zweites Problem B zu tibertragen, indem die Losung von Problem
B auch das Problem A 16st. Die Reduzierbarkeit sagt nichts tiber die Losung von A oder B aus, lediglich iiber die
Schwierigkeit der Losung von Problem A in Bezug auf die Losung von Problem B. Ist Problem A auf Problem B
reduzierbar, so kann A nicht schwerer zu 16sen sein als B. Daraus folgt: Ist A reduzierbar auf B und B ist 16sbar, so
ist auch A 16sbar. Aquivalent gilt: Ist A nicht 16sbar und reduzierbar auf B, so ist auch B nicht lésbar. Reduktion
ist ein hiufig gebrauchtes Beweisverfahren um die Nichtlosbarkeit von Problemen zu zeigen, indem Probleme, von
denen bereits bekannt ist, dass sie nicht 16sbar sind, auf diese reduziert werden.

Die Diagonalsprache

Definition: D = {w|w ¢ L(M,)} ist die Menge aller Codierungen von Turingmaschinen, die fiir ihre eigene
Codierung als Eingabe nicht akzeptierend halten.
Soll M,, die Eingabe w entscheiden, so gibt es folgende Moglichkeiten:

e Angenommen w € D:

— M, miisste akzeptierend halten
— laut Definition von D gilt aber: w ¢ D
— Widerspruch!

e Angenommen w ¢ D:

— M, diirfte w nicht akzeptieren
— laut Definition von D gilt aber: w € D
— Widerspruch!

Demnach ist die Sprache D nicht semi-entscheidbar.

Das spezielle Halteproblem: H,.. = {w| M, hilt auf w}
e Das spezielle Halteproblem ist das Komplement zur Diagonalsprache.

e H,p.. ist unentscheidbar. Wére Hp., entscheidbar, so wire auch die komplementére Sprache entscheidbar,
weil Enscheidbarkeit unter Komplementbildung abgeschlossen ist.

e Hg,.. ist semientscheidbar.

Korollar: Semi-Entscheidbarkeit und Nicht-Semi-Entscheidbarkeit sind unter Komplementbildung nicht abgeschlossen.

Das allgemeine Halteproblem: H = {< M,w > | M hilt auf w}

Wir reduzieren das spezielle Halteproblem auf das allgemeine Halteproblem: Sei w die Eingabe fiir das spezielle
Halteproblem und M, die zu w gehorige Turingmaschine. Dann wird die Eingabe w in die Eingabe < M, ,w >
fiir das allgemeine Halteproblem iiberfiihrt. Das Ergebnis fiir das allgemeine Halteproblem ist das gleiche wie fiir
das spezielle. Also gilt: Da das spezielle Halteproblem unentscheidbar ist, ist auch das allgemeine Halteproblem
unentscheidbar.



Die universelle Sprache: L, = {< M,w > |w € L(M)}

Sei U die universelle Turingmaschine, die L, entscheidet. Dann operiert U auf die Eingabe < M,w > folgender-
mafsen:

e U simuliert M auf die Eingabe w

e hilt M akzeptierend, so halt auch U akzeptierend

e hilt M ablehnend, so héilt auch U ablehnend

e gerdt aber M in eine Endlosschleife, so wird auch U niemals halten.

Die universelle Sprache ist also semi-entscheidbar.

Beispiel fiir Unentscheidbarkeit L,., = {M | L(M) ist reguldr}

Wir wollen die universelle Sprache L,, auf die Sprache L,., reduzieren. Dazu nehmen wir an, dass die Turingmaschine
R die Sprache L,..4 entscheidet. Mit Hilfe von R wollen wir eine Turingmaschine S' konstruieren, die L,, entscheidet.
S operiert dabei auf die Eingabe < M, w > folgendermafen:

e S modifiziert die TM M zur TM M,
o akzeptiert M die Eingabe w, so akzeptiert, Ms die Sprache L, = ¥*

wenn M die Eingabe w nicht akzeptiert, so akzeptiert My die Sprache Ly, = {a™b™ |n > 0}

wir lagsen R auf M, als Eingabe laufen

— akzeptiert R die Eingabe Ms, so akzeptiert S die Eingabe < M, w >
— wenn nicht, so lehnt S die Eingabe < M,w > ab
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Figure 1: Darstellung von S

Wenn R die Eingabe My entscheidet, so entscheidet auch S die Eingabe < M,w >. Weil die Sprache L,, unentschei-
dbar ist, ist auch die Sprache L., unentscheidbar.

Der Satz von Rice

Alle nichttrivialen Eigenschaften von rekursiv aufzidhlbaren Sprachen sind unentscheidbar.



Eigenschaft

Eine Eigenschaft P lisst sich als Menge von Sprachen definieren. Eine Sprache besitzt diese Eigenschaft, wenn sie El-
ement dieser Menge ist. Beispielsweise ist die Eigenschaft konteztfrei durch die Menge Py, s = {L| L ist kontext frei}
definiert. Eine eigenschaft P heifst trivial, wenn gilt:

e P =), keine rekursiv aufzihlbare Sprache hat diese Eigenschaft
e P={L|Listr.a.}, alle r.a. Sprachen haben diese Eigenschaft

Wir betrachten nun die Sprache Lp = {M | L(M) hat die Eigenschaft P}
Das Problem, ob die durch M erzeugte Sprache die Eigenschaft P besitzt ist das gleiche Problem, wie jenes, ob M
in Lp enthalten ist.

Beweis

Sei P eine nichttriviale Eigenschaft, mit () ¢ P. Da P nichttrivial ist, gibt es eine Sprache L, welche diese Eigen-
schaft hat. Sei M, eine Turingmaschine, mit L(Mp)= L. Also gilt: My € Lp. Wir reduzieren nun die universelle
Sprache L, auf die Sprache Lp um zu zeigen, dass Lp unentscheidbar ist. Der Algorithmus dafiir bekommt als
Eingabe das Paar < M,w > und erzeugt eine neue Turingmaschine M’ fiir die folgendes gilt:

0 wé L(M)
L weLM)

L(M') = {

Beschreibung von M’

M’ ist eine 2-Band-Turingmaschine. Auf dem ersten Band wird die Eingabe < M,w > codiert gespeichert. Auf
dem zweiten Band wird die Turingmaschine M, und die Eingabe x gespeichert. Hierfiir ist My, dem Algorithmus
bekannt und x dient als Eingabe fiir M’. Die Turingmaschine M’ operiert folgendermafien:

1. Auf Band 1 wird M auf w simuliert.

2. Wird w von M nicht akzeptiert, so macht auch M’ nichts weiter und wird niemals die eigene Eingabe z
akzeptieren. Daraus folgt: L(M) =0

3. Wird w von M akzeptiert, so beginnt M’ mit der Simulation von My, auf . My akzeptiert nur Worter die in
L liegen. Daher akzeptiert auch M’ nur Worter aus L. Weil die Sprache L die Eigenschaft P hat, hat auch
L(M’) die Eigenschaft P. Daher ist M’ Element von Lp.
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Figure 2: Darstellung von M’

Der Algorithmus wandelt die Eingabe < M,w > in eine Turingmaschine M’ um, die in Lp liegt, wenn < M,w >
auch in L, enthalten ist. Demnach ist der Algorithmus eine Reduktion von L, auf Lp und beweist, dass die
Eigenschaft P unentscheidbar ist.

Wir betrachten nun den Fall, dass () in P enthalten ist. Sei P die komplementire Eigenschaft zu P. Dann sei Lp
die Menge aller Turingmaschinen, die jene Sprachen erkennen, die nicht in P liegen. Damit ist Lp #Hquivalent zu
der Sprache L. Angenommen Lp ist entscheidbar, dann wére auch auch L entscheidbar, da Entscheidbarkeit
gegeniiber Komplementbildung abgeschlossen ist.



