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Dies ist das letzte Aufgabenblatt.

Aufgabe 1 st-Pfad in ungerichteten Graphen 10 Punkte

Beweisen Sie detailliert, dass sich das st-Pfad-Problem in ungerichteten Graphen
mit einem Monte-Carlo Algorithmus losen ldsst, der logarithmischen Platzbedarf
und polynomielle Laufzeit benttigt.

Aufgabe 2 Random Walks in allgemeinen Graphen 20 Punkte

Sei G = (V, E) ein einfacher, zusammenhéngender ungerichteter Graph mit n Kno-
ten. Sei V' ={1,...,n}, und fiir i € V| sei d; der Grad des Knoten i.

Sei A die Adjazenzmatrix von G, d.h., A;; = 1, falls {4, j} € E ist, und A;; = 0,
sonst. Sei weiterhin D die Diagonalmatrix mit D; = 1/d;, fir ¢ = 1,...,n und
D;; = 0, fir ¢« # j. Fiir o € R, sei D¢ die Diagonalmatrix mit den Eintrégen
(Da)ij = (Dij)a, fUI' Z,] = 17 .o, n.

(a) Die Matrix M = DA heiBt Random-Walk-Matriz von G. Fixieren Sie i,j € V
und t € N. Betrachten Sie das folgende Zufallsexperiment: Wir beginnen in
Knoten . In jedem Schritt wihlen wir zuféllig gleichverteilt eine inzidente
Kante des aktuellen Knoten. Wir folgen dieser Kante zum benachbarten Kno-
ten. Dies wiederholen wir ¢ mal. Sei pﬁj die Wahrscheinlichkeit, dass wir im
Knoten j aufhoren.

Zeigen Sie: Es ist pj; = (M")y;.

(b) Sei N = DY2AD'Y?. Zeigen Sie: Die Matrix N verfiigt iiber eine Ortho-
normalbasis vy, ...,v, von Eigenvektoren. Auflerdem ist der Vektor v; mit
v = \/d;/2|E|, fiir i = 1,...,n, Eigenvektor zum Eigenwert 1.
Aus dem Satz von Perron-Frobenius folgt dann: der Eigenwert 1 ist einfach

und alle Eigenwerte haben Betrag hochstens 1. Auflerdem ist —1 genau dann
Eigenwert, wenn G bipartit ist.

(c) Zeigen Sie: M ist diagonalisierbar und lésst sich schreiben als

M =Y " ND"Pu{ D72,

k=1
wobei A\, ..., A\, und vy, ..., v, die Eigenwerte und Eigenvektoren von N sind.
Dabei sei die Nummerierung so gewéhlt, dass A\; = 1 und |A1| > [\ > -+ >

| An| ist.
Hinweis: Fiihren Sie M auf N zuriick. Verwenden Sie die Darstellung von N
als Diagonalmatrix.



(d) Sei pj; wie in (a). Zeigen Sie:
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Hinweis: Sie diirfen verwenden: Es ist ZZ:1 vty = 1, falls ¢ = j, und
ZZ:1 UiV = 0, sonst. AuBlerdem gilt die Cauchy-Schwarz Ungleichung:
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(e) Was konnen Sie iiber die Konvergenz von Random Walks auf G sagen?



