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Aufgabe 1 Graphen und Eigenwerte 10 Punkte

Sei G = (V,E) ein d-regulärer ungerichteter Graph mit n Knoten. Sei A die
Random-Walk Matrix von G.

(a) Angenommen, G ist zusammenhängend. Zeigen Sie: −1 ist Eigenwert von A
genau dann, wenn G bipartit ist. Was können Sie über die Vielfachheit von
−1 sagen?

(b) Zeigen Sie: Die Vielfachheit des Eigenwerts 1 ist genau die Anzahl der Zusam-
menhangskomponenten von G.

Aufgabe 2 Expandervermischungslemma 10 Punkte

Sei G = (V,E) ein zusammenhängender d-regulärer ungerichteter Graph. Sei S, T ⊆
V . Zeigen Sie, dass ∣∣∣∣|E(S, T )| − d

n
|S||T |

∣∣∣∣ ≤ dλ(G)
√
|S||T |

ist. Interpretieren Sie das Ergebnis.

Hinweis : Sei A die Random-Walk Matrix für G. Seien λ1 = 1, λ(G) = |λ2| ≥ |λ3| ≥
· · · ≥ |λn| die Eigenwerte von A. Sei ~z1, . . . , ~zn eine zugehörige orthonormal-Basis
von Eigenvektoren. Zeigen Sie zunächst, dass A =

∑n
i=1 λi~zi~z

T
i ist. Seien dann ~s und

~t die charakteristischen Vektoren von S und T . Zeigen Sie, dass |E(S, T )| = d ·~sTA~t
ist. Benutzen Sie die Darstellung von A und Ihr Wissen über das Spektrum von
A, um das Ergebnis zu erhalten. Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung könnte nützlich
sein:

n∑
i=1

|aibi| ≤

√√√√ n∑
i=1

a2i ·

√√√√ n∑
i=1

b2i .

Aufgabe 3 Satz von Courant-Fisher 10 Punkte

Beweisen Sie den Satz von Courant-Fisher. Sei A ∈ Rn×n eine reelle und symmetri-
sche Matrix. Seien λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn die Eigenwerte von A (mit Wiederholungen),
und sei v1, v2, . . . , vn eine zughörige Orthonormalbasis von Eigenvektoren. Dann gilt
für k = 1, . . . , n:

λk = max
w∈Rn

‖w‖=1,w⊥v1,...,vk−1

wTAw


