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Aufgabe 1 Bedingte Erwartungswerte und Martingale 10 Punkte

Zeigen Sie:

(a) Seien X, Y Zufallsvariablen. Dann gilt E[X · Y ] = E[X · E[Y | X]].

(b) Sei X1, X2, . . . ein Martingal. Dann gilt E[Xi] = E[X1] für alle i ≥ 0.

(c) Sei X1, X2, . . . ein Martingal bezüglich Y1, Y2, . . . . Dann ist X1, X2, . . . ein
Martingal.

Aufgabe 2 Lipschitz-Funktionen und Bedingte Erwartungswerte 10 Punkte

In der Vorlesung haben wir folgendes bewiesen: Sei f : Rn → R eine c-Lipschitz-
Funktion und seien X1, . . . , Xn unabhängige Zufallsvariablen. Setze

Z0 = E[f(X1, . . . , Xn)]

und
Zi = E[f(X1, . . . , Xn) | X1, . . . , Xi],

für i = 1, . . . , n. Dann gilt |Zi − Zi−1| ≤ c, für i = 1, . . . , n.

Zeigen Sie, dass diese Aussage im Allgemeinen nicht gilt, wenn die Xi nicht un-
abhängig sind.

Aufgabe 3 Azuma-Ungleichung 10 Punkte

Beweisen Sie mit dem Kantenenthüllungs-Martingal und der Azuma-Ungleichung,
dass die Färbungszahl des Erdős-Renyi-Graphen Gn,p stark um ihren Erwartungs-
wert konzentriert ist.

Dabei ist die Färbungszahl die minimale Anzahl von Farben, mit der man die Kno-
ten von Gn,p färben kann, so dass bei keiner Kante die Endpunkte gleich gefärbt
sind.


