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Aufgabe 1 Alternative Definition eines FPAUS 10 Punkte

Eine allgemeine Definition von FPAUS ist folgendermaßen. Gegeben eine Familie
von endlichen Wahrscheinlichkeitsräumen (Ωx)x∈{0,1}∗ und eine Konstante c > 0, so
dass für alle x ∈ {0, 1}∗ und für alle ω ∈ Ωx gilt, dass wir ω eindeutig mit |x|c Bits
darstellen können.

Ein FPAUS für (Ωx)x∈{0,1}∗ ist ein randomisierter Algorithmus, der bei Eingabe
x ∈ {0, 1}∗ und ε > 0 für poly(|x|, log(1/ε)) Schritte läuft, und dann ein zufälliges
ω ∈ Ωx liefert, so dass für alle S ⊆ Ωx gilt:∣∣∣∣Pr[ω ∈ S]− |S|

|Ωx|

∣∣∣∣ ≤ ε.

Eine alternative Definition geht so: Ein FPAUS’ für (Ωx)x∈{0,1}∗ ist ein randomi-
sierter Algorithmus, der bei Eingabe x ∈ {0, 1}∗ und ε > 0 für poly(|x|, log(1/ε))
Schritte läuft, und dann ein zufälliges ω ∈ Ωx liefert, so dass für alle σ ∈ Ωx gilt:

|Pr[ω = σ]− 1/|Ωx||
1/|Ωx|

≤ ε.

Zeigen Sie, dass jedes FPAUS’ auch ein FPAUS ist. Was können Sie über die andere
Richtung sagen?

Hinweis : Zeigen Sie zunächst, dass

max
S⊆Ωx

∣∣∣∣Pr[ω ∈ S]− |S|
|Ωx|

∣∣∣∣ =
1

2

∑
σ∈Ωx

∣∣∣∣Pr[ω = σ]− 1

|Ωx|

∣∣∣∣
ist.

Aufgabe 2 Lovász Local Lemma 10 Punkte

(a) Beweisen Sie die allgemeine Form des Lovász Local Lemmas: Gegeben n Ereig-
nisse E1, . . . , En und ein Abhängigkeitsgraph G = ({1, . . . , n}, E) für diese Er-
eignisse. Angenommen, es gibt Zahlen x1, . . . , xn ∈ [0, 1), so das für i = 1, . . . , n
gilt:

Pr[Ei] ≤ xi
∏

j:{i,j}∈E

(1− xj).



Dann ist

Pr

[
n⋂
i=1

Ei

]
≥

n∏
i=1

(1− xi).

Hinweis : Zeigen Sie durch Induktion: Für i = 1, . . . , n und für alle S ⊆
{1, . . . , n} \ {i} gilt:

Pr

[
Ei |

⋂
j∈S

Ej

]
≤ xi.

(b) Folgern Sie aus (a) die symmetrische Version des Local Lemmas aus der Vor-
lesung.

Aufgabe 3 Anwendung des Lovász Local Lemmas 10 Punkte

Sei V eine endliche Menge und E ⊆ 2V eine Teilmenge der Potenzmenge von V .
Wir nennen H = (V,E) einen Hypergraph. Der Hypergraph G heißt genau dann
zweifärbbar, eine Funktion χ : V → {0, 1} existiert, so dass für alle Hyperkanten
e ∈ E gilt: χ(e) = {0, 1}.
Nehmen Sie an, dass jede Kante von H mindestens k Elemente besitzt und dass jede
Kante einen nichtleeren Schnitt mit höchstens d anderen Kanten hat. Finden sie
eine möglichst gute Beziehung zwischen k und d, die garantiert, dass H zweifärbbar
ist.


