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Aufgabe 1 Kullback-Leibler Divergenz 10 Punkte

(a) Eine Funktion f : R → R heißt konvex, falls für alle x, y ∈ R und λ ∈ [0, 1]
gilt:

f
(
λx+ (1− λ)y

)
≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Beweisen Sie die Jensensche Ungleichung. Ist f : R → R konvex, so gilt für
alle n ∈ N und für alle x1, . . . , xn ∈ R und λ1, . . . , λn ∈ [0, 1] mit

∑n
i=1 λi = 1:

f

(
n∑

i=1

λixi

)
≤

n∑
i=1

λif(xi).

(b) Seien a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ R mit ai, bi ≥ 0, für i = 1, . . . , n. Sei a =
∑n

i=1 ai
und b =

∑n
i=1 bi Beweisen Sie die Log-Summen-Ungleichung:

n∑
i=1

ai log
ai
bi
≥ a log

a

b
.

Hinweis: Benutzen Sie die Jensensche Ungleichung für f(x) = x log x.

(c) Zeigen Sie: Für alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen P und Q auf n Elementen
gilt DKL(P ‖ Q) ≥ 0.

Aufgabe 2 Alternativer Beweis der Chernoff-Schranke 10 Punkte

In dieser Aufgabe betrachten wir Chvátals Beweis für eine Variante der Chernoff
Schranke. Sei B(n, p) die Zufallsvariable, welche die Erfolge in einer Folge von n
unanbhängigen Bernoulli Versuchen mit Erfolgswahrscheinlichkeit p zählt.

(a) Zeigen Sie: für alle x ≥ 1 ist

Pr[B(n, p) ≥ k] ≤
n∑

i=0

(
n

i

)
pi(1− p)n−ixi−k.

(b) Benutzen Sie den Binomialsatz, um eine geschlossene obere Schranke für die
Wahrscheinlichkeit Pr[B(n, k) ≥ k] zu erhalten.

(c) Finden Sie den eine bestmögliche Wahl für x.



(d) Folgern Sie: für t ≥ 0 gilt

Pr[B(n, p) ≥ (p+ t)n] ≤

((
p

p+ t

)p+t(
1− p

1− p− t

)1−p−t
)n

.

Interpretieren Sie Ihr Ergebnis.

Aufgabe 3 Laufzeit eines FPRAS 10 Punkte

Nehmen Sie an, wir ändern die Definition von FPRAS leicht ab und fordern anstatt
einer Laufzeit, die polynomiell in 1/ε ist, eine Laufzeit, die polynomiell in log(1/ε)
sein muss.

(a) Zeigen Sie, dass aus der Existenz eines solchen FPRAS für ein #P vollständiges
Problem folgt, dass wir jedes Problem in #P in Polynomialzeit lösen können.

(b) Was würde das für die Klassen P und NP bedeuten?


