Mathematik fiir Informatiker I WS 12/13

Musterlosungen zur 11. Ubung (Auswahl) K. Kriegel

Aufgabe 1: Bedingte Wahrscheinlichkeit 2+ 1+ 2 Punkte

a) Wie grof} ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass die Zahl 40 unter den sechs
gezogenen Zahlen beim Spiel 6 aus 49 ist (die Zusatzzahl spielt hier keine Rolle),
unter der Voraussetzung, dass genau 4 der gezogenen Zahlen < 20 sind?

Wie grof} ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass unter den sechs gezogenen Zahlen
beim Spiel 6 aus 49 genau zwei > 40 sind, unter der Voraussetzung, dass genau eine
der gezogenen Zahlen < 20 ist?

Losung: Sei A das Ereignis, dass genau 4 der gezogenen Zahlen < 20 sind und B
das Ereignis, dass die Zahl 40 gezogen wird. Das Ereignis A tritt also dann ein, wenn
4 Zahlen aus den ersten 20 und zwei Zahlen aus den restlichen 29 gezogen wurden.
Somit ergibt sich:
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Sei C das Ereignis, dass genau eine der gezogenen Zahlen < 20 ist und D das Ereignis,

dass genau zwei Zahlen > 40 sind.
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b) Wie grof ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass die Summe von zwei Wiirfeln
gleich 8 ist, unter der Voraussetzung, dass keiner der Wiirfel eine 1 zeigt?

Losung: Sei A das Ereignis, dass die Summe gleich 8 ist und B das Ereignis, dass
kein Wiirfel eine 1 zeigt. Offensichtlich setzt sich A aus den elementaren Ereignis-
sen (2,6), (3,5), (4,4), (5,3), (6,2) zusammen und Ereignis B aus den 25 geordneten
Paaren ohne einen 1. Also ist AN B = A. Daraus folgt
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c) Wie grof ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass bei 8 Miinzwiirfen genau viermal
Kopf fallt, unter der Voraussetzung, dass bei den ersten 4 Wiirfen genau zweimal Kopf
gefallen ist? Wie grof} ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass bei 8 Miinzwiirfen
genau viermal Kopf fillt, unter der Voraussetzung, dass bei den ersten 4 Wiirfen
genau dreimal Kopf gefallen ist?

Losung: Wir nennen hier nur die Ergebnisse, die Begriindungen sollte jeder selbst
finden. Im ersten Fall ergibt sich eine bedingte Wahrscheinlichkeit von
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Aufgabe 2: Unabhangigkeit 3+ 1+ 2 Punkte

a) Zeigen Sie, dass aus der Unabhéngigkeit von zwei Ereignissen A und B auch die
Unabhéangigkeit der Komplementérereignisse folgt.

Losung: Wir beweisen zuerstden Hilfssatz, dass aus der Unabhéngigkeit von Ereignis-
sen A und B die Unabhéngigkeit von A und B folgt:

Pr(ANB) =Pr(4)—Pr(AnB) weil A= (ANB)U(ANB) disj. Vereinigung
= Pr(A) — Pr(A)Pr(B) weil A und B unabhéngig
= Pr(A4)(1 — Pr(B)) Ausklammern
= Pr(A)Pr(B) Komplementérereignis

Damit ist der Hilfssatz bewiesen und die Behauptung folgt durch die zweifache An-
wendung des Hilfssatzes.

b) Ist es moglich, dass zwei Ereignisse A und B unabhéngig sind, B nicht unabhéngig
von einem Ereignis C', aber C' wieder unabhéngig von A ist?

Losung: Ein typischer Fall dafiir entsteht, wenn man fiir zwei unabhéngige Ereignisse
A und B mit jeweils positiver Wahrscheinlichkeit B = C setzt. Z.B. kann man fiir
den Wahrscheinlichkeitsraum des Wiirfels A = {1,2,3} und B = C' = {1,4} wahlen.
Ein weiteres Beispiel, in dem aber B und C verschieden sind, wiare A = {1, 2,3},
B ={1,4} und C = {1,5}.

c) Beweisen Sie das Folgende: Ist (€2, Pr) ein Wahrscheinlichkeitsraum, in den alle
Ereignispaare A, B unabhéngig sind, dann gibt es genau ein a € Q mit Pr(a) = 1.
Losung: Wir fiiren einen indirekten Beweis und nehmen an, dass es kein a € (2 mit
Pr(a) = 1 gibt. Wegen Pr(€2) = 1 muss es dann aber ein ¢ € Q mit 0 < Pr(a) < 1
geben. Dann sind die Ereignisse A = {a} und B = A nicht unabhingig, denn
Pr(AN B)) = Pr(0) = 0 aber Pr(A)Pr(B)) = Pr(4)(1 — Pr(A)) > 0.

Aufgabe 3: Erwartungswerte 1 4 Punkte

Sei (a,b) ein zufilliges Ergebnis beim zweifachen Wiirfeln. Bestimmen Sie die Er-
wartungswerte der folgenden zwei Zufallsvariablen:
a) X(a,b) = a® +b? b) Y(a,b) = ab.

Ergebnisse (ohne Lésungsweg): E(X) = 2 und E(Y) = 22 = 3,52,

Aufgabe 4: Erwartungswerte 11 6 Punkte

Bei einer Klausur besteht eine Aufgabe aus 7 Fragen, die entweder mit ja oder mit
nein zu beantworten sind. Fiir jede richtige Antwort erhélt man 2 Punkte, fiir jede
falsche 3 Minuspunkte. Man kann Fragen auch unbeantwortet lassen (0 Punkte). Zur
Auswertung wird die Punktsumme S bestimmt. Ist S positiv, so wird die Gesamt-
aufgabe mit S Punkten bewertet, sonst mit 0 Punkten.

Bei Fragen, deren Beantwortung man nicht kennt, hat man die Wahl zwischen Strate-
gie 1, die Frage unbeantwortet zu lassen, und Strategie 2, eine Antwort zu raten.



Bestimmen Sie fiir die folgenden 3 Studenten den Erwartungswert fiir die Punktzahl
bei der Strategie 2 (Rate—Strategie) und vergleichen Sie diese mit der Strategie 1.
Entwerfen Sie jeweils einen geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum mit einer Zufallsvari-
ablen zur Beschreibung der erreichten Punktzahl.

Alice kann die Fragen 1 bis 5 sicher beantworten und ist bei den Fragen 6 und 7
vollig ratlos.

Bob hat nicht gelernt und ist bei allen Fragen vollig ratlos.

Carola kann die Fragen 1 und 2 sicher beantworten und ist bei den Fragen 3 bis 7
vOllig ratlos.

Losung: Wir bezeichnen mit X,Y und Z die Zufallsvariablen fiir die Ergebnisse
von Alice, Bob und Carola, wenn sie alle Antworten auf die (jeweils fiir sie) offenen
Fragen raten. Wir beobachten, dass die drei Variablen fiir alle Ereignisse, bei denen
insgesamt weniger als 5 Fragen richtig beantwortet werden, den Wert 0 annehmen
(schon bei 4 richtigen Antworten wire die Punktsumme negativ). Es reicht also aus,
flir die drei Kandidaten jeweils die Wahrscheinlichkeiten zu bestimmen, dass sie genau
5,6 oder 7 richtige Antworten haben. Fiir insgesamt 5 richtige Antworten muss Alice
0 von 2 Antworten richtig raten, Bob 5 von 7 und Carola 3 von 5, analog fiir 6 und
7. Die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten ergeben sich aus Binomialverteilungen.
Die Werte sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt, Wahrscheinlichkeiten fiir
4 oder weniger richtige Antworten interessieren an dieser Stelle nicht und werden nur
durch ein * symbolisiert.
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Daraus ergibt sich:
E(X) =1-4+2.9+1-14 =3=9

E(Y) :%.4_’_%.94_%.14 :%%1.26
EZ) =8.44+3 .9+ 14 =% ~31

Das Raten lohnt sich also fiir Alice und Carola nicht, denn sie haben ohne Raten 10
bzw. 4 Punkte sicher. Dagegen lohnt sich das Raten fiir den ahnungslosen Bob.



