Teillosungen zum 10. Aufgabenblatt zur Vorlesung

Malfl I: Logik & Diskrete Mathematik
(Adam Schienle)

1. Gezinktes
Ein Paar von Wiirfeln ist gezinkt. Bei dem einen tritt Augenzahl 4 mit Wahrschein-
lichkeit % auf bei dem anderen Augenzahl 3 mit Wahrscheinlichkeit % Die anderen
Augenzahlen sind jeweils gleichwahrscheinlich. Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei
einem Wurf beider Wiirfel die Augensumme 7 auftritt?

Losung:
Wir bezeichnen die beiden Wiirfel mit W7 und W5. Weiter bestimmen wir den Wahr-
scheinlichkeitsraum (2; dieser lasst sich schreiben als

Q= {(w1,w2) | 1 < wy,wy < 6},

dabei bezeichne w; bzw. ws das Ergebnis von Wy bzw. Ws. In der Aufgabenstellung ist
nach der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses

E = {(w,w) € Q|i+j=7}={(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}

gefragt. Offenbar sind alle Tupel aus E disjunkt. Daher kénnen wir P(E) als Summe der
Wahrscheinlichkeiten aller Tupel bestimmen. Beachten wir noch, dass fiir den Wiirfel
Wy gilt:

2 1
P({3}) = = und P{w;}) = = fiir jedes wy # 3

sowie fiir Wy ) .
P({4}) = = und P({wq}) = = fiir jedes wy # 4,

dann erhalten wir die Wahrscheinlichkeiten

P((L6) =22 = 1o P25 -1 1= =
P(5.2) =2 = 1o, Po) -1 1oL

Damit ergibt sich

1 1 2 2 1 1 8
PE)= 5+ 5t 0T 19 10+ 10 = 19 ~ 01933
2. Vier Wiirfel (Wurde korrigiert.)
Sie wiihlen sich eine Zahl zwischen 1 und 6 und werfen dann 4 faire Wiirfel. Was ist die
Wahrscheinlichkeit, dass wenigstens ein Wiirfel Thre Zahl zeigt?
Losungshinweis:
Man berechne die Gegenwahrscheinlichkeit zum Ereignis, also die Wahrscheinlichkeit,
dass kein Wiirfel die gewahlte Zahl zeigt.



3. Vollstédndige Induktion (4 Punkte)
Beweisen Sie mit vollstédndiger Induktion dass fiir n > 1 und Ereignisse E1, Es, ..., E,
in einem Wahrscheinlichkeitsraum die folgende Ungleichung erfiillt ist:

Pr(EyNEyN...NE,) > Pr(E))+ Pr(E2)+ ...+ Pr(E,) — (n—1)
Losung:
Zu zeigen ist die Gleichung

P(Ey N EyN...NEy) > P(E) +P(Ey) + ...+ P(E,) — (n—1)

fiir beliebiges n > 2 und Ereignisse F1, ..., F,. Die Gleichung kénnen wir auch anders
aufschreiben:
n n
P (ﬂ Ek> > (ZIP’(Ek)> —(n—1)
k=1 k=1

Wir fithren einen Induktionsbeweis. Dazu betrachten wir im Induktionsanfang die ele-
mentare Gleichungskette

1> ]P’(El U EQ) = ]P)(El) + IP(EQ) — P(El N EQ).
Nun stellen wir die Ungleichung etwas um und erhalten
P(El N EQ) > P(El) -+ ]P(EQ) — 1.

Damit haben wir den Fall n = 2 (und dadurch den Induktionsanfang) bereits gezeigt.
Kommen wir nun zum Induktionsschritt. Wir nehmen an, dass die Gleichung fiir ein
beliebiges, aber festes n € N gilt, und zeigen, dass sie dann auch fiir den Nachfolger
n + 1 gilt. Dazu stellen wir die Induktionsbehauptung auf:

n+1 n+1
P (ﬂ Ek> > (ZM@)) —((n+1)-1)
k=1 k=1

Damit erhalten wir:

n+1
P(ﬂ Ek) —IP’(( Ek> ﬁEn+1) =P(ANE, 1),
k=1 k=1

=A

IDE

was unter Benutzung des gleichen Tricks wie im Induktionsanfang die folgende Unglei-
chung ergibt:
P(A N En—i—l) > ]P)(A) + P(En—I—l) — 1.

Setzen wir nun die Induktionsvoraussetzung ein, so folgt

P ((ﬁ Ek) ﬂEnH) >P (ﬁ Ek) +P(Epg1) —1
k=1 k=1

> STP(E) — (n— 1)+ P(Epyt) — 1

3
+||M:
— =

1

B
Il

und wir sind fertig.



4. Herz-Dame (4 Punkte)
5 Karten werden zuféllig aus einem Kartenspiel mit 52 Karten gezogen und der Spielerin
gegeben. Sie sagt, dass die Herzdame dabei ist. Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie
noch eine weitere Dame hat?
Bei einem weiteren Spiel sagt sie wieder, dass sie wenigstens eine Dame hat aber nicht

welche. Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie mindestens zwei Damen hat?

Losung:

(a) Wir halten zunichst fest, dass es insgesamt jeweils (552) mogliche Blatter gibt.
Wenn wir wissen, dass die Herzdame unter den gezogenen Karten ist, dann gibt es

noch (541) mogliche Kombinationen.

Suchen wir nun die Anzahl aller fiir uns giinstigen Fille, das sind diejenigen, bei
denen mindestens eine (also entweder eine oder zwei oder drei) weitere Dame vor-

liegt. Das sind gerade

(1) () () (G) () ()

Moglichkeiten. Damit ergibt sich eine Gesamtwahrscheinlichkeit! von

Q- G)+G)()+G)(F)

G RGEIO R R -

Wir zdhlen hierfiir die Moéglichkeiten, genau 1, 2, 3, oder genau 4 Damen auf der

Hand zu haben. das sind gerade

(1) () () () () (2)+ () (7)

Analog bestimmen wir die Moglichkeiten fiir 2 oder mehr Damen zu

() (5) () (2)+ () ()

Genau wie in Teil (a) ergibt sich damit eine Wahrscheinlichkeit von

5. Bernoulli-Experimente (Wurde korrigiert.)
Wir fithren n unabhéngige Bernoulli-Experimente durch, jedes mit Erfolgswahrschein-
lichkeit p.

(a)
(b)

Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass nur Misserfolge auftreten?

Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Erfolg auftritt?

'Wir teilen hier giinstige durch mégliche Fille



(c) Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass hochstens ein Erfolg auftritt?

(d) Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei Misserfolge auftreten?

Losungshinweis:

Hier ist es praktisch, mit Gegenwahrscheinlichkeiten zu rechnen. Auflerdem beachte
man, dass es bei n Experimenten genau (q’) = n Moglichkeiten gibt, bei denen man
genau einmal Erfolg hat.

. 5 Kinder (Wurde korrigiert.)

Eine Familie hat 5 Kinder und wie Sie wissen, sind die Geschlechter der Kinder un-
abhingig. Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass das erste Kind ein Junge war oder dass
sie wenigstens zwei Méadchen haben, falls

(a) Junge und Méadchen ist gleichwahrscheinlich,
(b) die Wahrscheinlichkeit fiir einen Jungen ist 0.51 oder
(c) die Wahrscheinlichkeit, dass das i-te Kind ein Junge ist, betrégt 0.51 — 1%)0.

Losung: (Autor: Benjamin Strauch)

Wir kénnen die Aufgabe 16sen, indem wir das Ereignis A betrachten, bei denen gerade
keiner der beiden Félle erfiillt ist, also weder das erste Kind ein Junge ist, noch es
mindestens zwei Méadchen gibt. Dies kann nur genau dann eintreten, wenn das erste
Kind ein Méadchen war und alle anderen Kinder Jungen. Alle anderen Moglichkeiten
erfiillen ndmlich mind. eine der beiden Bedingungen. Unsere gesuchte Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses F, dass mind. eine der Bedingungen erfiillt ist, erhalten wir dann als
P(E)=1-P(A).

(a) Da hier beide Wahrscheinlichkeiten gleich sind haben wir einen Laplaceraum und
konnen die Wahrscheinlichkeit fiir A berechnen indem wir die eine Mdoglichkeit

durch die Gesamtmoglichkeiten teilen. Mit Gegenwahrscheinlichkeit also: P(E) =
1 _ 31

25 T 32°
(b) Hier ist die Wahrscheinlichkeit P(A) = 0,49 - 0,514, denn wir miissen beim ersten
,, Versuch” ein M#dchen und dann vier mal Jungs haben. Dann ist also die gesuchte
Wahrscheinlichkeit: P(E) =1 —0,49-0,51* ~ 0, 967.

(c) Genau aus den gleichen Griinden wie in b), nur mit anderen Wahrscheinlichkeiten
haben wir: P(4) = (1—(0,51—35))-(0,51—135) (0,51 — 525) - (0,51 — -35)- (0, 51—
18—0) =0,5-0,49-0,48-0,47-0, 46. Hierbei ist der erste Faktor die Wahrscheinlichkeit
fiir ein Médchen, nédmlich die Gegenwahrscheinlichkeit zum Jungen als erstes Kind,
und die weiteren Terme sind die Wahrscheinlichkeiten fiir Jungen als jeweilige
Kinder.

Die Gesamtwahrscheinlichkeit ist nun wieder P(F) =1-0,5-0,49-0,48-0,47-0, 46
was einer Wahrscheinlichkeit von ca. 0.975 entspricht.



