Losungen zum 9. Aufgabenblatt zur Vorlesung

Malfl I: Logik & Diskrete Mathematik
(F. Hoffmann)

1. Viele Kreise
Beweisen Sie, dass n Kreise in der Ebene, mit n > 0, die Ebene in n* — n + 2 Regionen
unterteilen, wenn sich je zwei der Kreise in genau 2 Punkten schneiden und je 3 Kreise
keinen gemeinsamen Schnittpunkt haben.
Losung: Vollstdandige Induktion
Induktionsanfang: n = 1. Ein Kreis unterteilt die Ebene in 2 Regionen.
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Induktionsschritt: Nehmen wir an, die Aussage gilt fiir n Kreise (Induktionsan-
nahme). Beim Zeichnen des (n + 1)-sten Kreises entstehen genau 2n Schnittpunkte mit
den schon vorhandenen n Kreisen, anders gesagt der neue Kreis wird in 2n Kreisbogen
zerlegt. Jeder dieser Keisbogen zerlegt eine schon vorhandene Region in zwei Regionen,
es entstehen also 2n neue Regionen.

n—n+24+2n=m+1)2-2n—-1-n+2=mn+1>—-(n+1)+2

Nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion ist damit die Aussage fiir alle n > 0
bewiesen.

2. Vollstiandige Induktion
Beweisen Sie mit vollstdndiger Induktion die folgende Ungleichung fiir alle natiirlichen
Zahlen n > 1.

1 1 1

Losung:

Induktionsanfang: n = 1, offensichtlich gilt 1 > 2(v/2 — 1)

Induktionsschritt: Nehmen wir an, die Aussage ist richtig fiir n, also

1 1 1
1+ﬁ+%+...+%>2(\/n+1—1)

Zu zeigen ist die Induktionsbehauptung:

11 1 1
I+ o+ =ttt

V2 V3 vnooVn+1

Dies folgt aus der Induktionsannahme, falls wir zeigen:

>2(vVn+2-1)

1
vn+1

2(Vn+1-1)+ >2(vn+2-1)



Durch Umformen erhalten wir die dquivalente Ungleichung
1
vn+1

Durch Multiplizieren mit v/n + 2++/n + 1 ergibt sich wiederum die dquivalente Aussage:
vn+2
vn+1

Dies ist eine wahre Aussage fiir alle n und nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion
ist damit die Aussage in der Aufgabe fiir alle n > 0 bewiesen.

>2(vVn+2—vn+1)

+1>2

3. Abzihlen I
Bei einer Weihnachtstombola kaufen 100 Leute je ein Los, die Lose sind von 1 bis 100
durchnummeriert. Es werden 4 Preise ausgelost, darunter der Hauptpreis (eine Reise
nach Berlin-Dahlem) und drei identische weitere Preise.

(a) Wieviele Moglichkeiten der Preisverteilung gibt es insgesamt und wieviele Méglich-
keiten der Preisverteilung gibt es, wenn die Person mit Los 13 einen Preis be-
kommt?

Losung: Insgesamt (120) -4 = 15654900 Moglichkeiten, zunéchst die 4 Gewinner
auszusuchen und dann einem davon den Hauptpreis zu geben. Wenn die Person
mit Los 13 einen Preis bekommt, dann sind es (939) -4 = 627396 Moglichkeiten.

(b) Wieviele Moglichkeiten der Preisverteilung gibt es, wenn die Person mit Los 13
nicht den Hauptpreis gewinnt?
Loésung: (949) -4+ (939) -3 = 15528051 Moglichkeiten, denn entweder gewinnt die
13 gar nichts oder einen der Trostpreise.

(c) Wieviele Moglichkeiten der Preisverteilung gibt es, wenn die Person mit Los 13,
die mit Los 42 und die mit Los 99 je einen Preis gewinnen?
Lésung: 97 Moglichkeiten, wenn die drei die Trostpreise bekommen plus 3 - 97
Moglichkeiten, wenn einer der drei den Hauptpreis hat also zusammen 388 Moglich-
keiten.

(d) Wieviele Moglichkeiten der Preisverteilung gibt es, wenn eine der Personen mit
Los 13, 42, 77 oder Los 99 den Hauptpreis gewinnt?
Losung: 4 - (%) = 627396

(e) Wieviele Moglichkeiten der Preisverteilung gibt es, wenn die Personen mit Los 13
und 42 Preise gewinnen, die mit den Losen 77 und 99 aber nicht?
Loésung: (926) -4 = 18240 Moglichkeiten, die restlichen 2 Gewinner zu wéhlen und
den Hauptpreis zu vergeben.

4. Abzihlen II
Wieviele Losungen hat die Gleichung

T1+xo+ a3+ 734 =17

wobei die x;,7 = 1,2, 3,4 nichtnegative ganze Zahlen sind und die Nebenbedingungen
r1 < 3,20 < 4,23 < 5,14 <8 erfiillen.



Tipp: Berechnen Sie zunéchst die Anzahl aller Lésungen und ziehen dann die Anzahl
der Losungen ab, die wenigstens eine der Nebenbedingungen verletzen.

Loésung:

Ohne Nebenbedingungen gibt es (230) Losungen. Darunter sei L; die Menge der Lésun-
gen, die die Nebenbedingung fiir x; verletzen.

Mit Inklusion-Exklusion berechnen wir |L| = |Ly U Lo U L3 U Ly|. Dazu ist:

= (%5 () wa= (). = (5. - ()

Wir brauchen die paarweisen Durchschnitte:

11 10 7 9 6
|L1NLo| = (3>, [LiNLs| = (3>, [L1NLy| = ( >7 [L2NLs| = <3), |LoNLy| = <3>,

|L3mL4|:<>
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Hier der einzige nichtleere Tripel-Durchschnitt:

|L1 N Ly N L3’ = (g)

Damit ergibt sich:

= (356 C)-0)- - oo

Damit gibt es 1140 — 1120 = 20 Lo6sungen, die allen Nebenbedingungen gleichzeitig
geniigen.



