Musterlosung zum 3. Aufgabenblatt zur Vorlesung

Malfl I: Logik & Diskrete Mathematik
(Autor: Adam Schienle)

1. Quantoren

Sei f : R — R ein Funktion. Sie erinnern an die Grenzwertdefinition: g = lim,_,, f(x)
heifit Grenzwert von f an der Stelle a, falls fiir jedes reelle € > 0 ein § > 0 existiert, so
dass aus 0 < |z — a| < 0 folgt |f(x) —g] < e.

Schreiben Sie dies als pridikatenlogische Formel mit Quantoren und negieren Sie diese
anschliefend. In der negierten Form sollte kein — und kein Betragszeichen vorkommen.

Losung:

Unter Benutzung der Aufgabenstellung schreiben wir die Grenzwertdefinition in eine
pradikatenlogische Formel um.

Eine Zahl g heifit Grenzwert einer Funktion f: R — R an der Stelle a (in Zeichen:
lim,_, f(z) = g) genau dann, wenn gilt:

Ve e RTIGeRT: (0< |z —a| <8) = (|f(z) —g| <e) (%)
Die Negation der Aussage () ergibt dementsprechend:

(Ve e RT(IeRT: (0 < |o —a| <9) = (If(x) —gl <¢))

Je e RT=(F e RT: ~(0 < |z —a| <)V (f(z) —g| <e))

Se € RV € RY: ~(~((0 < |z —al) A (Jz — a < 8) V (|f(z) — 9] < &)
Jee RS eRT: (0< |z —a|Al|z—a|l <) A=(f(z)—g| <e)

= FecRWIeRT: (0<|z—a])A(Jz—a| <8 A(f(z)—g| >€)

Zur Entfernung der Betragszeichen beachten wir zunichst, dass aus |y| < ¢ die Unglei-
chungskette —c < y < ¢ folgt. AuBlerdem ist 0 < |z — a|] genau dann, wenn = # a. Damit
erhalten wir

= FecRWVIeRT: (0<|z—a))A(Jz—a| <d)A(f(z) —g| >€)
= FeRVeR: (z£a)A(-d<z—a<d)A(f(x)—g>e)V(f(x)—g<—e)
JeeRWSeERT: (z#£a)A(a—6<z<a+d)A((f(z)>g+e) V(f(z)<g—e¢)

. Eigenschaften von Mengen
Welche Schlussfolgerungen fiir die Mengen A und B kann man aus den folgenden Vor-
aussetzungen ziehen? Begriinden Sie Thre Antworten!

a) AUB=ANB b) AA\B=A

c) A\B=B d) A\B=B\A



Losung:

(a)

(b)

Offenbar ist ANB C A C AUB, analog ANB C B C AU B. Wegen der
Gleichheit der Mengen AU B und AN B folgt AN B = A = AU B genauso wie
ANB=B=AUB. Wir erhalten A = B.

Sei A\ B = A. Die Gleichung ist fiir AN B = () erfiillt (wir entfernen nur Elemente
aus A, die nicht in A vorkommen). Angenommen, es existierte eine Losung mit
AN B # (). Dann gibt es aber ein x € AN B, was x € A impliziert. Weiter erhalten
wir z ¢ A\ B im Widerspruch zur Gleichheit der Mengen.

Sei A\ B = B. Diese Gleichung kann nur die Lésung A = B = () haben (0 \ 0 = 0).
Denn sei A # (): Dann folgt die Existenz eines x € A. Fiir B=0ist A\B#(0 =B
(Widerspruch!), wir betrachten also den Fall A, B # (). Wir kénnen aber nicht die
Elemente aus A entfernen, die in B liegen, und gleichzeitig wieder die Menge B
erhalten. Es folgt A = B = ().

Sei A\ B = B\ A. Fiir A = B folgt offenbar A\ A = 0 = A\ A, also eine
wahre Aussage. Nehmen wir an, dass A # B ist, so ergibt sich ohne Beschrinkung

der Allgemeinheit die Existenz eines x € A mit der Eigenschaft x ¢ B. Es folgt
x € A\ B, aber ¢ B\ A, Widerspruch.

3. Eigenschaften von Mengenoperationen
Beweisen Sie fiir beliebige Mengen A, B, C.

(a)

AN(BNC)=(AnB)NnC

Losung:

Zu zeigen ist die Assoziativitit des Schnittoperators. Dazu wahlen wir ein beliebiges
x e AN (BNC). Dann gilt:

re ANBNC)s (ze AN (ze(BNC)) s (ze AAN((xeB)A(ze())

Aufgrund der Assoziativitdt des logischen A-Operators konnen wir die Gleichung
umklammern und erhalten

(reAN(zeB)AN(zel) e (xeAAN(xeB))A(xel).
Umgeschrieben in die mengentheoretische Schreibweise ergibt sich
(xeA

)
Weil x € AN (BN C) beliebig war, ist die Gleichung bewiesen.
AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC)
Losung:

ANzeB)AN(xel)erxze(ANB)NC.
(

Auch die Distributivitit zeigen wir unter Benutzung der entsprechenden logischen
Gesetze. Sei dazu z € AU (BN C). Dann gilt:

(reA)V(xzeBNC)s (xecA)V((xe B)A(xel)).
Ausnutzen der logischen Distributivitét ergibt den Term

(e AV (zeB)A(zecAV(zel)),



mengentheoretisch also
zr€(AUB)N(AUCQC).

Zusammen ergibt sich die Behauptung.
(c) (A\B)\C = (A\C)\(B\C)
Losung: Sei diesmal z € (A\ C) \ (B\ C). Dann gilt:

(e ANz ¢ C)N—(x€BANx ¢ C)=(x€e AN ¢ C)N(x¢ BV eC)

Wir fiithren die Bezeichnungen a fiir x € A, b fiir x € B und ¢ fiir z € C' mit den
entsprechenden Negationen ein. Damit ergibt sich:
aN—-cA(=bVe)
(a N=cA\=b)V(aA-cAec)
(a A =c A\ =b)V (a A false)
= (aA-cA—b)Vfalse
(a A\ —=c A\ —b)
(e A)N(x ¢ B)N(x ¢ C)
x e (A\B)\C.

Dies zeigt die Behauptung.

4. Symmetrische Mengendifferenz

Seien A und B Untermengen einer Grundmenge U. Zeigen Sie:

(a) A=A
Losung:

Wir nehmen ein z € (A @ @) an. Dann kénnen wir fiir dieses  umformen:
re(AdD) & (x e Ad)d (zel),

mit der logischen XOR-Verkniipfung . Offenbar ist x € () false. Damit ergibt sich:
(zeA)dzel) s (zcA)d0sred

nach den Regeln fiir den XOR-Operator. Damit folgt A & () = A.
(b) (A B)@B=A

Losung:

Sei z € (A® B) @ B. Dann gilt:

re(A®B)®Bsrzec(AeB)d(xeB)e (reA)@d(xeB))®(xeB)

Wir fithren die Variablen a fiir x € A und b fiir x € B ein. Damit reduziert sich
der obige Term zu

(a®b)®b.



Der XOR-Operator ist assoziativ, wir kénnen also umklammern:
(a®b)®b=a® (bdb).

Die Operation b @ b ist immer false, es ergibt sich a @ 0 und nach Teil a) gilt
adl0=(xecA)dreldleacA

(c) Was konnen Sie iiber A und B sagen, falls A® B = A?
Losung:
Nach Teil a) der Aufgabe erhalten wir als Losung sofort B = (), A beliebig. Zu
zeigen bleibt lediglich, dass dies die einzig mogliche Losung ist. Dazu nehmen wir
an, dass B # () auch eine Losung ist, und fiihren diese Annahme zum Widerspruch.
Sei also B # (). Dann existiert ein € B. Wir unterscheiden den Fall € A und
x ¢ A. Firx € Aist x ¢ (A® B) im Widerspruch zur Voraussetzung. Fiir = ¢ A
ist x € (A @ B), ebenfalls im Widerspruch zur Voraussetzung, und wir sind fertig:
Die einzige Losung ist B = (), A beliebig.

(d) @ ist assoziativ.
Losung:
Die Assoziativitit des mengentheoretischen XOR-Operators fithren wir auf die
bereits bekannte Assoziativitidt des entsprechenden logischen Operators zuriick.
Dafiir nehmen wir drei Mengen A, B, C an. Sei also x € (A @ B) & C. Dann gilt

re(AoB)oC<s (reA)d(reB))d(xel).
Umklammern ergibt das gewiinschte Ergebnis

(xeA)d(xeB))drel)e (zrcA)d((x e B))d(re () & xec A(Bal).

5. Mengenfamilien

Fiir jede natiirliche Zahl 7 > 0 sei die Menge A4; = {0,¢,21,31,...}, B; = {i,i+1,i+2,...}
gegeben. Bestimmen Sie (mit Begriindung) die Vereinigungen |J A; und ;- B;
ieN\{0}
und die Durchschnitte [ A; sowie (-, B; .
ieN\{0}

Losung:

Wir beobachten zuniichst, dass Ay = {0,1,2,3,...} = Nund B; = {1,2,3,...} = NT
gilt. Damit ist A; C A1 und B; C By fiir jedes ¢ > 0. Es folgen sofort

n
lJ 4=4=N ud [JB;=B =N".
iEN\{0} i=1
Betrachten wir nun die Schnittmengen. Es gilt

A1 NA;={0,1,2,3,..3n{0,2,4,6,...} = {0,2,4,6,...}.



Damit ergibt sich
AiNAYNA3 = (AlﬁAQ)ﬂ{O,?),G,g,...} = {0,6,12,...} = {n eN: 2 ’ nA3 ‘ n}
Setzt man fort, so erhalten wir als Schnitt

[l Ai={neN:k|nVkeN'}={0}.
ieN\{0}

Betrachten wir nur die Mengen B;, so stellen wir zunéchst B; C B;, fiir jedes i > ig
fest. Schneiden wir nun B,y mit B;, so erhalten wir als Ergebnis gerade B;;1. Analog
bekommen wir

n
ﬂBZ-:Bn:{n,n—l—l,n—l—2,n—|—3,...}
=1



