Teil-Musterlosung zum 2. Aufgabenblatt zur Vorlesung

Malfl I: Logik & Diskrete Mathematik
(F. Hoffmann)

1. Tautologie Uberpriifen Sie, ob folgende Formeln Tautologien sind, ohne Wertetabellen
aufzustellen.
ti=[pVaAp=r)A(g=r1)]=r

Loésung: Wenn die Pramisse der groflen Implikation falsch ist, wird der Ausdruck zu 1
ausgewertet. Ist sie wahr, so muss p oder ¢ 1 sein, sagen wir p. Wegen der Implikation
p = r muss dann auch r wahr sein, also auch die grofie Implikation. Also ist es eine
Tautologie.

Man kann natiirlich auch umformen:

(kv Ap=r)A(g=T1)]=T

=-(pvaVpA-rVigh-rlvr
=-(pVgVpVr)AN1IV(gVr)Al==(pVgV(pVegVr=1

to=[p=q¢=rlep=(¢=r)

Losung: Mit p = 0 wird die rechte Seite der Aquivalenz immer wahr, die linke Seite
mit zusétzlich r = 0 aber falsch. Also keine Tautologie.

2. DNF und KNF
Betrachten Sie den Booleschen Ausdruck:

T yYVoz Ay

Geben Sie zunichst die vollstindige Klammerung und die Baumdarstellung fiir diesen
Ausdruck an. Bilden Sie dann dazu die kanonische DNF und die kanonische KNF.

3. Funktionale Vollstindigkeit von Signaturen

(a) Wir wissen, dass sowohl der NAND-Operator {|} wie auch der NOR-Operator
{}} schon funktional vollstéindig ist. Schreiben Sie den NOR-Operator semantisch
dquivalent mittels NAND-Operators und umgekehrt.

Losung: Wegen z | y = =(x V y) = == (—x A —y) und -z = z|x ergibt sich:

z Ly = [(z]0) ()]l [(z|2)(yly)]

Vollig analog:
zly=[lz) L (il llzlz) ] (yly)



(b)

Schreiben Sie Implikation und Antivalenz semantisch dquivalent unter Verwendung
des NAND-Operators.
Losung:

r=y=-aVy=-(zA-y) =z|(yly)

r@y=-(zey =-(r=yry= )= [2|(yllyl(z]w)

Zeigen Sie, dass der Aquivalenzoperator allein nicht funktional vollstindig ist.
Losung: Wir betrachten die Variablenmenge V = {z1,29,...,2,}. Jeder Term
iiber dieser Variablenmenge, der nur den Aquivalenzoperator benutzt wird bei Bele-
gung (1,1,...,1) zu 1 ausgewertet. Jede Boolesche Funktion, in deren Wertetabelle
dem Argument (1,1,...,1) der Wert 0 zugeordnet wird ist also nicht Interpretati-
on eines solchen Terms.

Hinweis: Nimmt man noch den Term t¢rue hinzu, so gewinnt man nichts an Funk-
tionalitéit, den t < true = t. Auch false reicht nicht. Man kann dann die Negation
simulieren, denn t <> false = —t, aber es ist noch nicht vollstindig, ein Beweis
lauft analog zu Aufgabe (e).

Argumentieren Sie, dass unter der Annahme, dass {®,—} nicht funktional
vollstiandig ist, auch {@, -, <, true} nicht funktional vollstindig ist.

Losung: Wir zeigen, dass sich alles, was man mit {@®, -, <, true} ausdriicken kann,
schon mit {®, -} semantisch dquivalent darstellen ldsst. Dies folgt aus:

tet =-(tat
true =t ¢ -t

Schwieriger! Zeigen Sie, dass {@, =} nicht funktional vollstandig ist!

Tipp: Benutzen Sie Assoziativitit und Kommutativitdt der Antivalenz.

Losung: Zunichst zeigt man Assoziativitdt und Kommutativitdt etwa mit Ta-
bellenmethode. Sei V' = {xi,x9,...,2,} die Variablenmenge und ¢ einTerm
dartiber. Wir formen ¢ semantisch dquivalent um. Zunichst kénnen wir wegen
—(t1 @ te) = —t] ©ty annehmen, dass sich Negationszeichen nur auf einzelne Varia-
ble beziehen. Gruppieren wir gleiche Literale nebeneinander, so kommt es nur auf
deren Paritit an. Eine gerade Anzahl vereinfacht sich zu false und das kann man
streichen (wenn nicht der ganze Term false ist), eine ungerade Anzahl zu einem
Exemplar des Literals. Treten jetzt sowohl x als auch —x, so liefert das zusammen
true. Eine gerade Anzahl von true vereinfacht sich wieder zu false, bei ungerader
Anzahl bleibt ein true iibrig.

Was haben wir erreicht? Der Ausgangsterm ¢ ist semantisch dquivalent zu einem
Term ¢/, in dem jede Variable hiochstens einmal auftritt (also als x, =z oder gar
nicht) oder der konstant true bzw. false ist. Wie viele solche ¢’ kann es also
syntaktisch geben? Neben den beiden konstanten Termen gibt es 3" — 1 viele
Moglichkeiten. Fiir jede der n Variablen gibt es 3 Moglichkeiten, insgesamt 3,
die 1 Moglichkeit, dass alle nicht im Term sind, kénnen wir abziehen. Fiir n > 1 ist
aber 3" + 1 < 22" und damit konnen nicht alle n-stelligen Booleschen Funktionen
realisiert werden.



4. Quantoren

(a) Schreiben Sie eine quantifizierte Formel, die ausdriickt, dass wenigstens 3 verschie-
dene Elemente aus einem Grundbereich ein Prédikat P(z) erfiillen.
Losung:
JrIyTz: P(e) NA\P(y) AP)ANx#yANy#zANz#x

(b) Schreiben Sie die folgenden Formeln in Negationsnormalform, das heifit, die ver-
wendeten Negationen beziehen sich nur auf atomare Teilformeln und es werden
auler den Quantoren nur die Junktoren —,V, A benutzt.

L. —3z Jy (P(z,y) A Qz,y) A R(z,y))
Loésung:

=3z 3y (P(x,y) A Q(z,y) A R(z,y)) = VaVy—-P(z,y) V -Q(z,y) V ~R(z,y)

ii. =Vy (3z (P(z,y) = Q(x,y)) A3z R(z,2))
Losung:

=y 3z (P(z,y) = Q(x,y))AIz R(x, 2)) = JyVa(P(z, y)A\-Q(z,y))VVz—R(x, 2))



