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Aufgabe 2b

Von einem Polynom q(z) = > p_oaxz® € Rz] sei bekannt, dass der Grad 6, ag = 1,
ap = 60 ist und dass q(x) keine reellen Nullstellen besitzt. Zeigen Sie, dass q(x) dann
mindestens zwei (komplexe) Nullstellen haben muss, deren Betrag kleiner als 2 ist.

Beweis. Wir werden die Aussage mit Hilfe eines Widerspruchsbeweis zeigen.

Annahme:
Es gibt hochstens eine Nullstelle z € C mit |z| < 2.
Dazu konnen jetzt zwei Fille unterschieden werden.

1. Fall: Es existiert genau eine Nullstelle z € C mit |z| < 2.

Es ist bekannt, dass ¢(z) nur komplexe Nullstellen besitzt und fiir den Betrag von kom-
plexen Zahlen gilt |z| = |Z|. Somit ist auch & eine Nullstelle von ¢(z) mit |Z| < 2. Dies
ist ein Widerspruch zur Annahme (1. Fall).

2. Fall: Es existiert keine Nullstelle in z € C mit |z| < 2.

Man mache sich klar, dass man das Polynom ¢(x) = 2220 apx® auch darstellen kann als
Linearkombination seiner Nullstellen ¢(z) = ¢ - HSLZO(ZL‘ — by,), wobei ¢ eine Konstante
und b,, die Nullstellen von ¢(z) sind.

(Anmerkung: Die Konstante c¢ ist gerade der Faktor ag unseres Polynoms ¢(z). Man
mache sich klar, dass ein beliebiges Polynom geschrieben werden kann als

n n—1
p(z) = Z apx” = anp(z" + Z —kxk)
k=0 k=0 ™"

und man lediglich den in Klammern gesetzten Teil in die Form []}_,(x — bg) bringt.)
Wir nutzen nun unser Wissen ag = 1 aus und folgern, dass ¢ = 1, d.h. der konstante
Faktor hat keinen weiteren Einfluss auf unsere Uberlegungen.



Lost man ¢g(x) = ¢ - ngo(av — b,) auf um die Form ¢(x) = ZZ:O apx® zu erhalten,
so sieht man, dass ag sich gerade aus der Multiplikation aller Nullstellen also H?GIZO bn,
ergibt. Es gilt also a9 = 60 = Hi:o bn. Wir nehmen in diesem Fall an, dass keine
der sechs moglichen Nullstellen betragsmifbig kleiner als 2 ist, d.h. alle Nullstellen sind
betragsmifig grofer als 2. Folglich gilt

6 6
6O:a0:an2H2:26:64.
n=0 n=0

Dies ist offensichtlich nicht méglich und somit ein Widerspruch zu Annamhe (2. Fall).

Wir haben nun gezeigt, dass die beiden einzig moglichen Fille, die sich aus unserer
Annahme ergeben, nicht zutreffen kénnen. Somit ist unsere Annahme falsch und die
urspriingliche Aussage bewiesen. O



