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1 Definitionen

Ein zufilliger Graph ist ein Wahrscheinlichkeitsraum bestehend aus Graphen mit einer festen
Knotenmenge V' = {1,2,..,n}. Der vollstdndige Graph K, besitzt N = (72‘) Kanten. Es gibt 2
Modelle fiir zufallige Graphen:

e Der Wahrscheinlichkeitsraum G(n, M), wobei 0 < M < N bestehend aus allen (1\]\/;) Teil-

graphen von K, mit M Kanten, wobei angenommen wird, dass jeder Graph G € G (n, M) mit
der gleichen Wahrscheinlichkeit auftritt. Daraus folgt, sei G ein zuféllig gewéhlter Graph in

G(n, M) und H ein fixer Graph mit n Knoten und M Kanten, dann ist die Wahrscheinlichkeit
~1
Pu(Gu=H)= (1) .

e Der Wahrscheinlichkeitsraum G (n,p), wobei 0 < p < 1 gilt. Um ein zufilliges Element daraus
zu erhalten fiigt man jede Kante des vollstdndigen Graphen K,, mit der Wahrscheinlichkeit
p zu der Kantenmenge hinzu. G = (n,p) besteht aus allen 2 moglichen Graphen mit n
Knoten. Daraus folgt, sei G}, ein zufallig gewahlter Graph in G = (n,p) und H ein fixer
Graph mit Vj, = V und m Kanten, dann ist die Wahrscheinlichkeit P,(G, = H) = pmq¥ ™,
wobei g =1 — p.

2 Beispiel: Erwartungwert von Eigenschaft eines Graphen

Mit diesen Definitionen ist es moglich Zufallsvariablen zu definieren, die bestimmte Eigenschaften
eines Graphen beschreiben. Zum Beispiel sei X (G) eine Zufallsvariable, die die Anzahl aller
vollstéandigen Graphen der Ordnung s in G beschreibt. (Man beachte, dass die Definition von Xj
unabhéngig von dem gewéhlten Modell ist) Analog dazu sei X ; (G) die Anzahl der unabhéngigen
Knotenmengen der Ordnung s in G.

Sei S = {a C V||a| = s} die Menge aller s-elementigen Teilmengen der Knotenmenge V und
fiir jedes « € S definiert man Y, als Indikatorfunktion des vollstandigen Graphen K,:

1 wenn K, Clique in G (1)
0 sonst

Ya(G) = {

Daraus folgt
Xo(G) =) Ya(@) (2)
acs
fiir jeden Graphen G C K,. Unabhangig vom betrachten Modell ergibt sich der Erwartungswert
von X,:

E(X,) =) E(.) =) P(Ya) (3)

ael ael

Analoge Definitionen ergeben sich fiir X ; und dessen Erwartungswert. Im folgenden wird der
Erwartungswert in den konkreten Wahrscheinlichkeitsrdumen beschrieben. Sei S = (;) die Anzahl

aller moglichen Kanten zwischen s Knoten. In G(n, M) ergibt sich fiir den Erwartungswert Ej;

fiir Y, folgendes
N-S\/N\""
Pt = (3 5) (1) (@)

pac) = = (V) () o)
N-S

wobei ( M S) die Anzahl der moéglichen Kombinationen von Kanten beschreibt, wenn man M

Eyn(Yy)

Kanten aus N auswahlt und S Kanten als fix annimmt und (ﬁ:g) die moglichen Graphen mit
M Kanten wenn man fixe S Kanten als nicht vorhanden annimmt. Fir den Erwartungswert im
Modell G(n,p) ergeben sich einfachere Gleichungen:

E,(Ya) = Bp(Ya)=p° (6)
By(Y,) = Py(Yy) =¢° (7)
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Zusammen mit Gleichung 3 und der Beobachtung, dass |S| = (7), filhrt das zu folgendem Satz:

Satz 1. Sei Xg = Xg(G) die Anzahl der vollstindigen Teilgraphen der Ordnung s in G und
X, = X,(G) = Xs(G), dann ist

sy = ()0
sy = ()(57)(2)

Byx0 = (1)o% B, = (7)o (10)

und

3 Untere Schranke fiir Ramseyzahlen

Das Ramseytheorem in Bezug auf Graphen besagt folgendes:

Satz 2. (Ramseytheorem) Fiir alle Zahlen s,t € N existiert positives R(s,t) = n so dass jede
Zweifirbung der Kanten des vollstindigen Graphen K, entweder einen vollstindigen Teilgraphen
der Grofle s in der einen Farbe oder ein vollstindigen Teilgraphen der Gréfle t in der zweiten Farbe
enthalten.

R(s,t) wird dabei als Ramseyzahl bezeichnet. Interessant ist dabei die minimale Ramseyzahl fiir
ein gegebenes s und t zu bestimmen, also das kleinste n zu finden, so dass K,, diese Eigenschaften
erfullt. Wenn gilt, dass s = t ist, spricht man auch vom symmetrischen Fall. Obwohl obere
Schranken fiir Ramseyzahlen R(s,t) bekannt waren, war es nicht einfach untere Schranken zu
zeigen. Ein erster Beweis gelang Paul Erdés im Jahr 1947 mit Hilfe von zufélligen Graphen.

Satz 3. Fir s > 4 ist die untere Schranke fiir die Ramseyzahl R(s,s) > 23.

Beweis: Man betrachte G' € G’(n, %) und nehme an, dass n < 2% ist. Dann ist der Er-

wartungswert fiir die Anzahl der Cliquen der Grofie s laut (10) unter der Abschétzung (%) < 2"—,1
wie folgt:
)2—(5) < 2%-(3)—”1 =9 5t ¢ 1 (11)

£ = (] .

S

Damit ist gezeigt, dass der Erwartungswert, dass G € G'(n, %) eine Clique der Grofle s besitzt
echt kleiner als % ist. Auf analogem Weg kann dies auch fiir den Erwartungswert, dass G eine

unabhangige Knotenmenge der Grofle s hat, gezeigt werden:

P(Xs) = (n) 2_(3) < 2§_(§)—S+1 — 2_%_;'_1 < 1 (12)

E
s 2
Da die Summe der Erwartungswerte kleiner als 1 ist, folgt laut dem Expectiation Argument der
probabilistischen Methode, es existiert ein Graph G der Grofie n < 23, der weder einen Teilgraph
der Grofle s, noch eine unabhéngige Knotenmenge der Grofle s besitzt. Nimmt man alle Kanten
von (¢ und farbt sie in Farbe 1 und alle nicht vorhandenen Kanten von G in Farbe 2, so entsteht

ein vollstandiger Graph, der dem Ramseytheorem wiederspricht. Daraus folgt fiir die Ramseyzahl
R(s,s) > 23. O

4 Eigenschaften fast aller Graphen

Will man eine bestimmte Eigenschaften A im Zufallsgraphen fiir ein p = p(n), wobei p auch
konstant sein kann, untersuchen, so untersucht man haufig die Wahrscheinlichkeit P(G besitzt A)
fir G € G’(n,p) wenn n gegen unendlich geht. Strebt diese Wahrscheinlichkeit gegen 1, sagt man
Eigenschaft A trifft fiir fast alle Graphen G € G zu. Strebt sie gegen 0, sagt man A trifft fiir fast
kein Graphen G € G zu.

Als Beispiel kann die Eigenschaft betrachtet werden, dass ein Graph H induzierter Teilgraph
von G € G ist.
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Satz 4. Fur ein konstantes 0 < p < 1 ist jeder Graph H ein induzierter Teilgraph fast aller
Graphen G € G(n,p)

Beweis: Sei H ein Graph mit & Knoten und U eine Knotenmenge, wobei U C v(G) ist und
|[U| = k. Mit einer Wahrscheinlichkeit r ist G[U] isomorph zu H. r ist nur abhéngig von p,
aber nicht von n, da G[U] nur (g) Kanten besitzt und jede mit Wahrscheinlichkeit p gewahlt wird
und k eine Konstante ist, die unabhéngig von n ist. In G gibt es | %] disjunkte Knotenmengen
U. Betrachtet man man die Wahrscheinlichkeit, dass keines der moglichen G[U] isomorph zu H
ist, betragt diese (1 — T)L%J, da diese Ereignisse aufgrund der paarweisen Disjunktheit von der
verschiedenen Kantenmengen U unabhéngig voneinander sind. Daraus folgt

P(H ¢ G induziert) < (1 - r)l# — 0 (13)

und somit haben fast alle Graphen G € G (n,p) jeden Graphen festen H als induzierten Teilgraphen.
O

5 Schwellenfunktionen

Bisher wurden nur Grapheneigenschaften fiir fast alle oder fast keinen Graphen betrachtet, bei de-
nen die Wahrscheinlichkeit p konstant war. Interessanter ist es jedoch, wenn die Wahrscheinlichkeit
p = p(n) eine Funktion von n ist.

Definition 1. Eine Funktion t(n) mit t(n) # 0 heifst Schwellenfunktion fir eine Grapheneigen-
schaft A wenn fir jedes p = p(n) und G € G(n,p) gilt:

0, falls p/t — 0 fiirn — oo

P[G besitzt A] =
(G besitzt A] {1, falls p/t — oo fiir n — oo

Als einfiihrendes Beispiel soll fiir die Eigenschaft A = G enthélt keine isolierten Knoten betra-
chtet werden. Wir wollen zeigen, dass ab einem bestimmten p = p(n) fast alle Graphen in G(n, p)
flir n — oo keine isolierten Knoten mehr besitzen. Dazu definieren wir die Indikatorvariable Y;,
die angibt ob Knoten i keine inzidente Kanten besitzt, und die Zufallsvariable X, die die Anzahl
der isolierten Knoten angibt. Um dies zu zeigen benotigt man die Tschebyschev-Ungleichung

P(X —E(X)|) > E[(X - B(X))’]/t? t>0,teR (14)
bzw. das folgende Lemma, dass sich daraus ergibt:
Lemma 1. Gilt E(X?)/E(X)? — 1, so folgt P(X =0) — 0
Beweis: Fiir X = 0 gilt | X — E(X)| = E(X). Somit folgt aus Lemma 14

_ E(X - E(X))?] _ E(X?) - E(X)”

Falls E(X?)/E(X)? — 1 geht wird dieser Term zu 0 und daraus folgt das Lemma. O
Mit Lemma 1 ist es nun moglich mit Hilfe der Varianz und des Erwartungswertes eines Ereignisses
die Wahrscheinlichkeit nach unten abzuschétzen und so folgenden Satz zu beweisen.

Satz 5. t(n) = Inn/n ist eine Schwellenfunktion fir die Grapheneigenschaft, dass ein Graph keine
isolierten Knoten besitzt.

Beweis: Zuerst ist zu zeigen, dass fiir ein konstantes ¢ > 1 und n — oo fast alle Graphen
keine isolierte Knoten besitzen. Dazu wird der Erwartungswert von X berechnet mit E(X) =
S E(Y;) =n(1 —p)" . Dazu werden folgende Abschitzungen gemacht:

3 4

(1 _p)n — enln(l—p) — en(—p—%—%—%—...) — e—npe_np2(%+%+§+...) (16)
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In(p—1) wurde hierbei mit Hilfe der Taylorreihe zu —p— % — % — % —... fiir 0 < p < 1 abgeschatzt.

Betrachtet man p = clnn/n fiir ein beliebiges, konstantes ¢ gilt npz(% + 2+ % +...) = 0und
(1—-p)~! = 1 fiir n — co. Somit ist E(X) ~ e ™ =n!~¢und da ¢ > 1 ist gilt £(X) — 0 fiir
n — oo und es ist gezeigt, dass fast alle Graphen keine isolierten Knoten haben.

Als Zweites muss gezeigt werden, dass fiir ein konstantes ¢ < 1 und n — oo fast alle Graphen
isolierte Knoten besitzen. Aus den obigen Uberlegungen folgt, dass fiir ¢ < 1 und n — oo der Er-
wartungswert E(X) = oo ist. Dies reicht jedoch nicht aus um zu zeigen, dass fast alle Graphen die
gewiinschte Eigenschaft besitzen. Es kann z.B. mit Wahrscheinlichkeit % ein Graph ohne isolierte
Knoten und ebenfalls Wahrscheinlichkeit % ein Graph mit n isolierten Knoten erzeugt werden.
Dann ist zwar E(X) = oo jedoch haben nur die Hélfte der Graphen isolierte Knoten. Um das
diese Félle auszuschlielen und eine sinnvolle Abschatzung fiir die Wahrscheinlichkeit zu erhalten
benutzen wir das bereits erwidhnte Lemma 1: Aufgrund der Liniaritdt des Erwartungswertes und
dass Y; = Y2 ergibt sich

n n i—1
B(x?) =Y B2 +23. Y B(Y;) = B(X) +n(n — DE(V;Y)) (17)
i=1 =2 j=1

wobei X;X; ebenfalls eine Zufallsvariable ist, die mit Wahrscheinlichkeit (1 — p)?"~3 den Wert 1
annimmt und sonst 0 ist. Dies gilt, da Knoten ¢ und j zu n — 1 anderen Knoten keine inzidenten
Kanten besitzen darf, jedoch die Kante zwischen ¢ und j nur einmal gezahlt werden darf. Hier kann
man die gleiche Abschitzung anwenden, wie im ersten Teil des Beweises und sieht, dass (1—p)3 — 1

und (1 — p)?® — e~ 2" fiir n — oco. Somit ist F(X?) = F(X) + E(X)? und gg;) — 1. Damit
folgt aus Lemma 1, dass P(X = 0) — 0 ist und somit fast keine Graphen keine isolierten Knoten
besitzen.

Aus den beiden Teilen folgt, dass t(n) = Inn/n eine Schwellenfunktion fiir keine isolierte Knoten

im Zufallsgraphen ist. ]
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