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1. DEFINITION
Sei I1 ein Optimierungsproblem und A ein Approximationsalgorithmus fiir II.

a) A hatbei Eingabe I die absolute Giite von
Ka(I) = |A(I) — OPT(D)] .
b) Die absolute worst-case-Glite von A ist die Funktion
K °(n) = max{K,(I) | IeD, |I| < n}.
c) SeiK,:N — N eine Funktion. A garantiert eine absolute Giite von K4 (n), falls fiir alle n
gilt: K;'“(n) < K, (n).
d) Sei K;:N — N eine Funktion. A hat eine absolute Abweichung von K,(n), falls fiir
unendlich viele n gilt: K;(n) < K;°(n) .

Eine unendliche grofle Menge D', D' € D heifdt K,(n)-Zeugenmenge gegen A, wenn fiir
alle I € D'gilt: K4,(I) = K,(|I]). Eine einzelne solche Eingabe nennen wir dann (etwas
ungenau) einen K, (n)-Zeugen.

2. GRAPHENFARBBARKEIT

Sei G = (V,E) ein ungerichteter Graph. Firu €V ist[;(u) = {v|{u|v} € E} die Menge der
Nachbarn von u und deg;(u) = |T;(w)| der Grad von wu. Der Grad von G
ist A(G) = max{deg;|u € V}. G heifdt r-reguldr, wenn deg (u) = r fiir alle Knoten u € V.

DEFINITION:
Gegeben sei ein Graph G = (V, E).

a) Eine Abbildung c,:V — N heifdt Knotenfirbung von G, falls fur alle {u,v} € E gilt:
c,(w) # c,(v).

b) Eine Abbildung c,: E — N heifs3t Kantenfarbung von G, falls fiir alle an einem Knoten u
aufeinandertreffenden Kanten {u, v}, {u, w} € E gilt: c; ({u, v}) # cg({u, w})

¢, (w) und cg({u, v}) werden in diesem Zusammenhang Farben genannt. |c, (V)| bzw. |cg(E)| ist
die Anzahl der benutzten Farben.

Das Knoten- bzw. Kantenfdrbungsproblem wird charakterisiert durch

e D ={(G)|G = (V,E) ein Graph mit mindestens einer Kante},
e S{G)) = {cylcy, ist Knotenfarbung von G} bzw.
SUG)) = {cg|cg ist Kantenfarbung von G}
o fley) = ley(V)| bzw. |cg(E).
e min.

Ziel der Knoten- bzw. Kantenfarbung ist es also eine Farbung zu berechnen, die fiir einen
Eingabegraphen moglichst wenige Farben benutzt. Fiir die Knotenfarbung heifdt diese kleinste
Anzahl chromatische Zahl von G und wird mit y(G) bezeichnet, fiir die Kantenfarbung heifst sie
chromatischer Index von G und wird mit y'(G) bezeichnet.

3. KNOTENFARBUNG

Bei der Knotenfarbung unterscheidet man zwischen Algorithmen, die jeden beliebigen Graphen
aus D farben konnen und solchen, die nur Graphen mit bestimmten Eigenschaften farben
konnen. Betrachten wir zunichst einen sehr einfachen Algorithmus fiir beliebige Graphen.




Bernhard Kau Approximation mit absoluter Giite 05.]Juli 2011

ALGORITHMUS GREEDYCOL:

fori:=1tondo
Cv(ui) = 0o;
fori:=1tondo
¢y (1) = min(N\{c,(T(u))});

gib c, aus;

Der Algorithmus kennzeichnet zuerst alle Knoten mit dem Wert co was angibt, dass der Knoten
ungefarbt ist. Anschlief}end werden die Knoten der Reihe nach mit der kleinsten Farbe
eingefarbt, mit der noch keiner seiner Nachbarn bereits gefiarbt ist. Wie aus dem Namen bereits
erkennbar ist handelt es sich um einen Greedy-Algorithmus.

Satz:
Sei G = (V,E) ein Graph. Algorithmus GREEDYCOL berechnet in Zeit O(|V|+ |E]) eine
Knotenfarbung aus hochstens A(G) + 1 Farben, d.h. GREEDYCOL(G) < A(G) + 1.

Beweis:

Die obere Schranke kénnen wie folgt angeben: Fiir einen Knoten u; konnen hochstens deg(u;)
Farben verbraucht sein, da es ansonsten mehr Farben waren, als der Knoten Nachbarn hat. Aus
der Menge {1, ...deg(u;) + 1} kann also noch eine kleinste Farbe gewahlt werden.

Flr die untere Schranke kénnen wir angeben: Da jeder giiltige Eingabegraph mindesten eine
Kante haben muss, bendtigt der Algorithmus auch mindestens zwei Farben. Daher ist die
chromatische Zahl bzw. die optimale Anzahl an Farben OPT(G) = 2. Wir haben somit eine
untere Schranke, die allerdings sehr weit vom optimalen Wert entfernt sein kann.

Satz:
Algorithmus GREEDYCOL garantiert eine absolute Giite von

Kgreepycor (G) = GREEDYCOL(G) — OPT(G) < A(G)+1-2=A(G) -1

Aus dieser Aussage konnen wir auch sehen, dass die Giite nicht als Funktion der Eingabeldnge
(Knoten und Kanten) gesehen werden muss, sondern in diesem Fall vom Grad von G abhdngt,
den man aus der Eingabeldnge nicht erkennt.

Wir haben hierdurch aber lediglich gezeigt, dass der Algorithmus maximal A(G) + 1 Farben
benoétigt. Wir wissen aber weder, ob er immer genau so viele Farben benotigt, noch wissen wir,
ob dies die optimale Menge an Farben ist, die zur Farbung bendtigt werden. Ein einfaches
Beispiel eines Graphen, fiir den wir bei ungiinstiger Nummerierung der Knoten mehr Farben als
die optimale Lésung benétigen ist ein bipartiter Graph mit 4 Knoten, bei dem bis auf die direkt
gegeniiberliegenden Knoten alle gegeniiberliegenden Knoten miteinander verbunden sind.

ALGORITHMUS GREEDYCOL_VAR:

for alle Knoten u do ¢, () = o;
while es noch Knoten u mit ¢,,(u) = oo gibt do
c,(u): = min(N\{cv (F(u))});

gib ¢, aus;

Der Algorithmus stellt eine Variante zu GREEDYCOL mit unverdnderter absoluter Giite dar. Hier
werden die Knoten nicht nach einer vorher festgelegten Reihenfolge eingefarbt, sondern zufallig.
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Um einen schlechten Zeugen zu finden, der uns zeigt, dass die absolute Giite dieser Variante
unverdndert schlecht ist, muss neben dem Zeugen selbst auch die Reihenfolge vorgegeben
werden. Es lasst sich fiir jeden Graphen eine Reihenfolge finden, bei mit der GREEDYCOL die
optimale Losung findet. Diese Reihenfolge zu finden ist allerdings NP-schwer.

4. KNOTENFARBUNG PLANERER GRAPHEN

Wie bereits zu Beginn erwahnt gibt es Algorithmen, die sich auf die Farbung bestimmter
Graphen beschrianken. Wir schranken unsere Menge D nun dahingehen ein, dass die Graphen
planar sein sollen. Zu planaren Graphen gibt es einige Fakten, die fiir uns bei der Betrachtung
der absoluten Glite wichtig sind:

Fakt:

a) Jeder Graph kann in Polynomzeit mit 6 Farben knotengefarbt werden.

b) [Der beriihmte Vier-Farben-Satz; 1977 beweisen von Appel & Haken]
Jeder planare Graph kann mit 4 Farben knotengefiarbt werden.

c) Das Entscheidungsproblem ,ist der planare Graph G knoten-3-firbbar?“ ist NP-
vollstandig.

d) Es kann in Polynomzeit entschieden werden, ob ein Graph knoten-2-farbbar ist, und falls
ja, kann eine solche Farbung berechnet werden.

Der Beweis des Vier-Farben-Satz kann in einen Algorithmus mit Laufzeit O(|V|?) verwandelt
werden. Er basiert auf der Fallunterscheidung, die 633 Falle betrachtet (bei Appel & Haken
waren es 1818 Falle). Daher begniigen wir uns bei der Betrachtung des folgenden Algorithmus
auf eine Knoten-6-Farbung.

ALGORITHMUS COLPLAN

(1) Teste gemaf$ Fakt (d), ob G knoten-2-farbbar ist;
(2) Falls nicht: Farbe den Knoten gemaf3 Fakt (a) mit 6 Farben.

Fiir diesen Algorithmus gilt offensichtlich:

Satz:
COLPLAN garantiert eine absolute Giite von K¢y pLan (8) < 3, d.h.

|[COLPLAN(G) — OPT(G)| < 3.

Wiirden wir in (2) den Fakt (b) verwenden, bekdmen wir als absolute Giite sogar den Wert 1.

5. EIN UNMOGLICHKEITSERGEBNIS FUR DAS RUCKSACKPROBLEM

Es gibt viele Probleme, fiir die es wohl keinen polynomiellen Approximationsalgorithmus gibt,
der konstante absolute Giite erreichen kann. Wir werden dazu eine untere Schranke fiir
RUCKSACK angeben.

Satz:
Falls P # NP ist, gibt es keine Konstante Kk € N, so dass es einen polynomiellen
Approximationsalgorithmus A fiir das Rucksackproblem gibt mit:

|A(I) = OPT(D)| < k.
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Beweis:
In einem Widerspruchsbeweis versuchen wir einen exakten Algorithmus A‘zu finden, der das
Rucksackproblem in polynomieller Zeit 16st und aus dem somit P = NP folgt.

Zu einer Probleminstanz I = (W,vol,p,B) Konstruieren wir eine Probleminstanz [' =
(W',vol',p',B"Yy mit W' =W,vol'=vol,B'’=B und p'(w)=(k+1)*p(w) . Dabei ist
offensichtlich eine zuldssige Losung o fiir I auch eine zulissige Losung fiir I’ und umgekehrt, da
vol unverandert geblieben ist, d.h. S(I) = S(I"). Die Werte von ¢ € S(I) = S(I") sind:

fio) =) pw)

weo

fr@) =) (k+ 1) xpw) = (e + D+ fi(0)

WEo

Wegen der Monotonie der Multiplikation mit k + 1 ist eine optimale Losung g, fur I auch eine
optimale Losung fiir I'.

Nun stellen wir uns die zuldssigen Losungen ansteigend nach ihren Werten angeordnet vor, d.h.
NOE {01: s U|s(1)|} mit f;(0;) < f1(041)-

Sei j der Index mit f;(gj_,) < OPT(I) und f;(0;) = OPT(I). Damit ist f;(o;) — f;(0j_1) = 1
und £3,(7) = fi(9-1) = (k + 1 = (fi(07) = fi(0j-1)) > k.

Algorithmus A"

1. berechne die Probleminstanz I';
2. bestimme mittels A eine Losung o fiir I';
3. gibog, = o aus.

A’ lauft offensichtlich in polynomieller Zeit. Nun gilt OPT(I") — f;,(04,) < k wegen Schritt 2. Da
es fir I' keine zuldssigen Losungen mit dieser Eigenschaft auf3er den optimalen Losungen gibt,
ist a4, eine optimale Losung fiir I’ und damit auch fir /. m

Wir haben in dem Beweis das Problem auf sich selbst reduziert. Damit kann man sagen, dass die
Berechnung der exakten Losung nicht schwieriger ist, als das Problem mit absoluter Giite zu
approximieren. Man sagt, dass RUCKSACK die (absolute) self-improvement property habe.

Das Rucksackproblem kann also (falls, wie alle vermuten P # NP ist) nicht mit konstanter
absoluter Giite approximiert werden. Wenn wir aber nur voraussetzen, dass die absolute
Abweichung von der optimalen Losung in einem Kkleinen Verhéltnis sein soll (z.B. eine
Abweichung von 10 bei einem optimalen Wert von 1000), dann ist dieses Ziel tatsdchlich
erreichbar.
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