Seminar iiber Algorithmen: Die Macht zweier Auswahlen Lars Ries

1 Macht zweier Auswahlen

Klassisches Problem

Lemma 1.1 Wenn n Bdlle unabhdngig und gleichmdfig zufdllig in n Fimer geworfen werden, so ist die

3lnn
Inlnn

Wahrscheinlichkeit, dass die mazimale Ladung > ist, hochstens % fiir ausreichend grofie n.

Proof Die Wahrscheinlichkeit, dass ein ausgewahlter Eimer wenigstens M Bélle erhélt ist hochstens:

n 1 M
(1)
Jetzt kann man folgende Ungleichungen aufstellen:
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Fiir M > 3% wird gegeigt, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein beliebiger Eimer wenigstens M Bille
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enthélt nach oben folgendermaflen beschriankt ist:
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fiir ausreichend grofle n. [

Macht der zwei Auswahlen
Obere Schranke

Theorem 1.2 Angenommen n Bille werden aufeinanderfolgend folgendermafen in n Eimern verteilt.
Fiir jeden Ball wihle d >= 2 Eimer unabhdngig und gleichverteilt zufillig (mit Ersatz). Jeder Ball wird in
dem Eimer plaziert, der die wenigsten Bille enthdlt, bei Gleichstand wird zufillig entschieden. Nachdem
alle Bille plaziert wurden, ist die mazximale Auslastung eines beliebigen Eimers mit Wahrscheinlichkeit
1 —o(L) héchstens B + O(1).

Wir benétigen eine Abschétzung der maximalen Auslastung eines Eimer fiir alle Werte i. Das erreicht
man, indem man die Anzahl der Eimer abschétzt, die wenigstens 7 Bille enthalten. Wir wollen ein 3;
finden, das mit hoher Wahrscheinlichkeit die Anzahl der Eimer mit Ladung ¢ nach oben beschrénkt. Dafiir
bilden wir die Hohe eines Balles, welche angibt, an welcher Position im Eimer sich der Ball befindet.

Wenn es zu jeder Zeit hochstens 8; Eimer mit Auslastung ¢ gibt, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Ball die Hoéhe i 4 1 erreicht (%)d Eine Chernoff-Ungleichung erlaubt uns eine Abschidtzung bzgl. der



Anzahl der Bille mit wenigstens Hohe i + 1. Mit hoher Wahrscheinlichkeit ist diese héchstens 2n(2:)<.
Daraus folgt

Bit1 <2
n

o). (1)

3=

Wir definieren folgende Notation:
e Der Zustand zur Zeit ¢t bezeichnet den Zustand im System nachdem der t-te Ball plaziert wurde
e h(t) bezeichnet die Hohe der t-ten Balles
e 1;(t) Anzahl der Eimer mit Ladung von wenigstens ¢ Billen zum Zeitpunkt ¢, v; = v;(n)
e 1;(t) Anzahl der Bille mit wenigstens Hohe ¢ zum Zeitpunkt ¢, p; = pi(n)
e [3; obere Schranke fuer Anzahl der Eimer mit wenigstens ¢ Billen
e &; Ereignis, dass v;(n) < 8;
e w; Menge der Eimer, die der j-te Ball zu Auswahl hat
Wir benutzen ausserdem noch 2 Hilfslemmata:

Lemma 1.3
Pr(B(n,p) > 2np) < e ¥ (2)
Lemma 1.4 Seien X1, Xo,..., X, eine Sequenz von Zufallsvariablen und seien Y1,Y2,...,Yy eine Se-

quenz von bindren Zufallsvariablen mit der Figenschaft Y; = Yi(X1,...,X;). Wenn
PI‘(lel |X177X1—1) Sp
dann

Pr(iYi > k) < Pr(B(n,p) > k)

i=1

Beweis Theorem 1.2 Wir konstruieren uns also ein 3;, sodass mit hoher Wahrscheinlichkeit v;(n) < 8;

d
fiir alle 4 gilt. Sei B4 = § und Bi11 = :fjl fiir 4 < i < 4", wobei i* noch zu bestimmen ist.

Wir miissen zeigen, dass mit hoher Wahrscheinlichkeit gilt, dass wenn &; als Schranke gilt, so gilt auch

Eit1 fir 4 < 4 < 4*. Bestimme ein ¢ aus dem gegebenen Raum und sei Y: eine binidre Zufallsvariable,

sodass gilt:
Y; =1, genau dann wenn, A(t) > i+ 1 und v5(t — 1) < S;

Dann gilt,

d
Pr(Yi=1|wi,...,wi—1) < B

nd

d
Die Wahrscheinlichkeit, dass Y; = 1 liefert ist beschrankt durch %, da aufgrund der Definition unserer
Schranke hochstens ; Eimer Ladung i haben. Daraus folgt, dass die d Auswahlmdoglichkeiten des t-ten

d
Balles mit Wahrscheinlichkeit % eine Ladung von wenigstens 7 haben.



d
Sei p; = ﬁ—g, so folgt nach Lemma 1.4

pr(zn:yt > k) < Pr(B(n,p:) > k)

Dies gilt unabhéngig von allen Ereignissen &;, aufgrund der Definition von Y;.

Bedingt auf &;, gilt Zle Y: = pi+1 und ausserdem gilt v;y1 < piy1, daraus schliesst sich
Pr(vig1 > k| &) < Pr(piv > k| &)

=Pr(>_ X > k| &)
t=1

< Pr(> i) X: > k)
< s,
Pr(B(n,p:) > k)

<
= &

Mit der Chernoff-Ungleichung aus Lemma 1.3 kann man nun den Rest der Binomialverteilung abschét-

zen. Sei k = Biy1 = 2np;, dann

Pr(B(n,p) > 2np;) < 1

)
Pr(vig: > Bs &) < 5
(Vi1 > Bip1 | &) < Pr(&:) T e Pr(&)

daraus folgt,

1
Pr(=Eis1 | &) < ——— falls np; > 61
r( 5+1|5)_n2pr(&) alls np; > 61lnn
1
Pr(=&i41) < Pr(=&) + o (3)

Daraus folgt, dass solange np; > 61Inn und & mit hoher Wahrscheinlichkeit gelten, solange gilt auch

g¢+1.
Inlnn
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die maximale Auslastung ist. Dieser Fall muss auflerdem separat gehandhabt werden, da die Chernoff

Es bleibt zu zeigen, dass np; < 61lnn gilt, wenn i ist, da das unsere gewiinschte Schranke fiir

Ungleichung nicht stark genug ist, um den Fall zu beschrianken, wenn p; so klein wird. Sei ¢* der kleinste
d

Wert von i, sodass p; = Z—’;j < %. Wir zeigen per Induktion, dass i* % +0(1) ist indem wir folgende

Schranke beweisen:

Induktionsanker:

n

ﬁ1+4 - 22d172;;é di



Induktionsschritt:

2844
Blit1)44 = a1

2t — Yo

n

d?

Daraus folgt, dass Bi+4 < und demzufolge i* = 2121 4 O(1). Wenn wir jetzt induktiv Gleichung (3)

anwenden, dann fiihrt dies zu
’L'*
Pr(=&x) < pel

Nun bestimmen wir noch die Wahrscheinlichkeit mit der unsere Schranke fiir die maximale Ladung eines

beliebigen Eimers gilt. Da np; < 6Ilnn

Pr(vi=41 > 18Inn | E+) < Pr(pi=41 > 18Inn | &)

< Pr(B(n, ¢2) > 181Inn)
- Pr(&*)
1
<=
~ n2Pr(&~)

Wenn wir die Bedingung wie vorher entfernen, dann erhalten wir

Pr(vix41 > 181Inn) < Pr(—=&+) + -
Wir sehen, dass

Pr(vit4s > 1) < Pr(pir4s > 1) < Pr(vic42 > 2).
Die letzte Wahrscheinlichkeit kénnen wir wie folgt beschrénken

Pr(B(n, (181%)‘1) > 2) _ (n)(m)zd

2 n

Pr(pixao > 2 | v+ < 181 <
P gz 2 2[ Vi < 18Inm) < Pr(vi=41 <18Inn) — Pr(vi=41 < 18Ilnn)

Wird die Bedingung wie vorher entfernt und Gleichung (4) angewendet, dann folgt

PI‘(Vi*Jrg Z 1) S P'r(,u,i*JrQ 2 2)
- (181nn)%* " 41

- n2d—2 n2

Dies zeigt, dass Pr(v;+43 > 1) fiir d > 2 o(1/n) ist und dadurch die Wahrscheinlichkeit, dass die maximale

Ladung eines Eimers grofer als i* + 3 = 222 + O(1) ist, o(1/n) ist. g

Untere Schranke

Theorem 1.5 Angenommen n Bille werden aufeinanderfolgend folgendermafen in n Eimern verteilt.

Fiir jeden Ball wihle d >= 2 Eimer unabhdingig und gleichverteilt zufillig (mit Ersatz). Jeder Ball wird in



dem Eimer plaziert, der die wenigsten Bille enthdlt, bei Gleichstand wird zufillig entschieden. Nachdem
alle Bdlle plaziert wurden, ist die mazimale Auslastung eines beliebigen Eimers mit Wahrscheinlichkeit

1 —o() wenigstens 222 — O(1).

Wir definieren eine untere Schranke +;, die die Anzahl der Eimer mit wenigstens Ladung ¢ zum Zeitpunkt
n(l — 2%) beschrénkt und beschrianken dadurch die Anzahl der der Bélle mit Hohe ¢ 4+ 1 die im Interval
n(l — 5),n(1 — 377) auftreten.

Die benétigten Hilfslemmata sind &hnlich denen, die bei der oberen Schranke verwendet wurden.

Lemma 1.6

Pr(B(n.p) < ) <e ¥

Lemma 1.7 Seien X1, Xo,..., X, eine Sequenz von Zufallsvariablen und seinen Y1,Ya, ..., Y, eine Se-

quenz von bindren Zufallsvariablen mit der Figenschaft Y; = Yi(X1,...,X;). Wenn
Pr(Yi=1|X1,...,Xi-1) >p
dann
Pr(zn:Yi > k) > Pr(B(n,p) > k)
i=1
Beweis Theorem 1.5 Sei F; das Ereignis, dass v;(n(1 — 2%)) > ~; mit ; folgendermaflen definiert
Yo =1
Y = gy (1)

Fo gilt mit Wahrscheinlichkeit 1, wir miissen nun induktiv zeigen, dass folgende F; mit ausreichend hoher
Wabhrscheinlichkeit gelten, damit unsere angestrebte untere Schranke auch gilt.

Wir definieren uns eine bindre Zufallsvariable fiir ¢ im Raum R = n(1 — 2—11), n(l — 21%)
Z: =1 genau dann wenn, h(t) =i+ 1 oder vit1(t — 1) > yit1.

Die Wahrscheinlichkeit, dass der ¢t-te Ball exakt die Hohe ¢ + 1 hat ist also

(l/i(tn* 1))d B Vz‘+1(£* 1))d.

w; reprisentiert wieder die Eimer, die der j-te Ball zur Auswahl hat, dann kénnen wir schliessen

Pr(Z=1wi,... w1, Fs) > (%)d - (%;1)‘1.

Bedingt durch F; , gilt ausserdem v;(t — 1) > 7;. Aus der Definition von ~; kénnen wir schliessen, dass

Pr(Ze = 1| wr,..cw, ) > (1) = ()T > Z(I)e



el p; = = (L& wenden wir .7 an, so erhalten wir
Sei p ;(Z;)d, d Lemma 1.7 an, halt

n

Pr(> Zi <k|F) < Pr(B(m

teER

) < k).

Aus der Definition von ~; koennen wir weiterhin schliessen
1 n
Yit1 = 55 Pie
Mit Lemma 1.6 gilt
n G
Pr(B(ﬁ»pi) <ig1) < e ®2FH,

Falls 5754 > 17Inn ergibt sich o(n%). Sei nun ¢* eine untere Grenze fiir die grofite Ganzzahl, fiir die dies

Inlnn
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gilt. Dann kénnen wir zeigen, dass i* als — O(1) gewdhlt werden kann. Nehmen wir an dies gilt,

dann haben wir fiir alle ¢ < i* gezeigt, dass

n 1
Pr(Y " Zi < i1 | Fi) < PT(B(m) < Yit1) = 0(ﬁ)~
tcR ’
Ausserdem nach Definition gilt, dass ZtE]R Zi < 7vi+1 bedeutet dass —F;41. Daraus konnen wir schliessen
1
PI‘(—J‘—H_l | ]‘—1) < PY(Z Iy < Yi+1 ‘ .7‘—1) = O(E)

teR

Fiir hinreichend grofle n gilt,

PI‘(]‘—i*) 2 Pr(]:i* ‘ ]:i*,l) * PI‘(]‘—i*71 | .7‘—»;*72) * L.k PI‘(}—o)

1
>(1- ﬁ)l
1
=1-o(-).
o)
Es bleibt noch zu zeigen, dass 2% — O(1) eine angemessene Schranke fiir i* ist. Es reicht hier zu zeigen,
dass ; > 17Inn ist wenn ¢ = “‘lif:i" — O(1). Aus unserer Definition von ; ergibt sich

n
n
%‘Zw~

Wir suchen also nach dem grofitstem i, sodass gilt

21&% > 17Inn. Nach i auflosen liefert
i < Inlnn —on)
~ Ind ’



