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Tetris ist NP-vollstandig

von Dietmar Mihmert

Das Spiel Tetris:

Tetris ist ein sehr populéres Spiel aus den 80er Jahren. Es wurde von dem russischen Mathematiker
Alexei Paschitnow erfunden. Aufgabe des Spiels ist es so genannte Tetrominos in einem Rechteck
zu stapeln, so das eine oder mehrere Reihen komplett ausgefiillt werden. Diese verschwinden dann
und der Spieler bekommt dafiir Punkte. Die Bausteine fallen von oben herunter und kénnen dabei
gedreht und vertikal verschoben werden. Mit steigendem Level fallen die Teile immer schneller.
Gewinnen kann man Tetris eigentlich nie! Das Spiel endet sobald ein Baustein nicht mehr auf das
Spielfeld passt. In der original Version wird dem Spieler immer das ndchste Tetromino in einem
Vorschaufenster angezeigt. In diesem Vortrag befassen wir uns mit der Full-Information Variante
(auch Offline Tetris genannt), bei der wir die komplette Sequenz bereits im voraus kennen. Dies ist
quasi eine Generalisierung der Vorschau von nur einem Teil.

%%

Die bezeichnen Tetrominos im Folgenden mit (v.l.n.r.): 1 (,,]), LG (;,left gun®), RG (,,right gun®), SQ
(,,square®), RS (,,right snake®), T (,,T), LS (,,left snake*)

Abbildung 1: Tetrominos

Formale Definition des Spiels:

Das Spielfeld: ist ein rechteckiges Gitter von m Zeilen und n Spalten, indiziert von unten nach oben
und von links nach rechts. Ein Feld <i,j> im Gitter ist entweder leer oder gefiillt. Ein giiltiges
Spielfeld hat keine komplett gefiillten Zeilen und es gibt keine komplett leeren Zeilen unterhalb
eines gefiillten Feldes.

Die Bausteine: bestehen aus vier gefiillten Felder wie sie in der Abbildung 1 zu sehen sind. Der
Zustand eines Teils P = <t, o, <i,j>, > ist ein 4-Tupel, wobei:

(1) der Typ t 0 {Sq, LG, RG, LS, RS, I, T}
(2) die Orientierung o [J {0°, 90°, 180°, 270°}
(3) die Position <i,j> U {1, ..., m} x {1, ..., n}
(4) der Wert f [J {fixed, unfixed}



Die Rotation: ist eine Funktion R: <P, 6, B> — P' wobei P und P' den Zustand des Teils angibt und
0 0 {-90°, 90°} und B ein giiltiges Spielfeld ist.

Bausteine konnen rotiert werden, solange benachbarte Felder leer sind. Nach der Rotation darf das
Teil keine bereits gefiillten Felder besetzen.

Ein Spielzug: eines unfixierten Bausteins auf einem aktuellen Spielfeld B kann wie folgt aussehen:

(1) eine Rotation R(P, £90°, B)
(2) eine Translation, falls links oder rechts frei ist, der neue Zustand ist <t, o, <i,j * 1>, unfixed>
(3) ein Fall um eine Zeile nach unten, falls alle Felder unter dem Teil frei sind, der neue Zustand
ist <t, o, <i - 1,j>, unfixed>
(4) das Teil wird fixiert, falls ein Feld unter dem Teil gefiillt ist, der neue Zustand ist
<t, 0, <i,j>, fixed>

Ein fixiertes Teil darf keine Bewegung mehr machen. Eine Sequenz von giiltigen Ziigen eines Teils
bildet eine Trajektorie O.

Ein Spiel G =<B,, Py, ..., P,> entsteht also durch eine Abfolge 2 von Trajektorien. 0; angewandt auf
P; fiihrt das Spielfeld Bi.; nach B;.

Das Tetris Problem:

Fiir Tetris gibt es verschiedene Optimierungsziele:

(1) Maximale Anzahl der geldschten Zeilen

(2) Maximale Anzahl an platzierten Bausteinen, bevor das Spiel endet
(3) Maximale Anzahl an Vierer-Reihen (Tetrisen)

(4) Minimale Hohe des hochsten gefiillten Feldes wihrend des Spiels

alle vier Probleme sind NP-vollstindig. Das Entscheidungsproblem fiir ein bestimmtes
Optimierungsziel ® lautet:

Gegeben: Ein Spiel G =<B, P, P,, ..., P>
Frage: Existiert eine Abfolge 2, so dass (G, ) erfiillt ist.

Eine Abfolge ¥ nennt man azyklisch, falls sich die Zustdnde der Teile nicht wiederholen. Im Grunde
ist meistens nur die endgiiltige Platzierung eines Teils interessant. Die Funktion @ fiir das
Optimierungsziel wird {iberpriifbar genannt, falls fiir ein gegebenes Spiel G und eine Abfolge 2 in
polynomieller Zeit bestimmt werden kann, ob ®(G, %) wahr oder falsch ist.

Lemma 1: Fiir jede tiberpriifbare und azyklische Funktion ® gilt: TETRIS [J NP.

Beweis: Gegeben ist ein Spiel G = <B, Py, P, ..., P,>. Es ldsst sich in polynomieller Zeit priifen, ob
die Abfolge X giiltig ist, sprich es werden die auftretenden Bewegungen und Rotation iiberpriift. Die
Anzahl der moglichen Zusténde in einer Trajektorie ist endlich (4*B|+1, jede denkbare Position in
beliebiger Rotation und ein fixierter Zustand). Also || = poly(|G|). Da ® {iberpriifbar ist, ldsst sich
in polynomieller Zeit iiberpriifen, ob ®(G, %) erfiillt ist oder nicht. O

.



NP-Volistandigkeit von TETRIS:

Die Reduktion: Fiir den Beweis der NP-Vollstindigkeit wird 3-PARTITION benutzt.
3-PARTITION:

Gegeben: Ein Multiset S mit n = 3m positiven Zahlen und eine positive Zahl T.
Frage: Lisst sich S so in m Tripel partitionieren, dass die Summe aller Tripel gleich T ist.

Das Problem 3-PARTITION dhnelt dem Problem PARTITION, bei dem die Menge in zwei
Untermengen unterteilt wird, so dass die Summe gleich ist. Allerdings gilt hier zu beachten, dass
die Menge nun nicht in drei Untermengen aufgeteilt wird, sondern in m Tripel deren Summe gleich
ist.

Fiir unseren Beweis fordern wir zuséitzlich (aus technischen Griinden), das die Summer T ein
Vielfaches von 4 sein soll. Dies lésst sich fiir jede Instanz von 3-PARTITION leicht ermoglichen,
indem alle Zahlen und die Summe mit 4 multipliziert werden.

(!) Im Folgenden erzeugen wir zu einer gegebenen Instanz P = <a, ..., as,, T> von 3-PARTITION,
mit T teilbar durch 4, ein Tetris Spiel G(P), dessen Spielfeld sich komplett leeren lésst, falls fiir P
eine Losung existiert!
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Abbildung 2: Aufbau des Spielfeldes
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Dazu initialisieren wir das Spielfeld wie es in der Abbildung 2 zu sehen ist. Die Idee ist es, fiir jedes
Tripel Ay, ..., A; des 3-PARTITION Problems, ein Behélter zur Verfiigung zu stellen.

Fiir jedes a; werden ausgewdhlte Bausteine in die Behilter gefiillt, so dass bei einer giiltigen Losung
fiir 3-PARTITION alle Behalter gleich voll sind! Die drei Spalten ganz rechts bilden eine Art
Sicherung, damit nicht gleich alle Zeilen geldscht werden. Die drei untersten Zeilen stellen sicher,
das die ersten Blocke richtig gesetzt werden.

Die Hohe berechnet sich wie folgt: Jede Einbuchtung, wie man sie in der Abbildung 2 sieht,
bendtigt 5 Zeilen. Fiir jedes a; benétigt man a; + 1 Bocke 4 5 Zeilen. In jeden Behilter kommen 3
Elemente mit der Summe T, also benétigt man 5(T+3) Zeilen plus die 3 untersten Zeilen zur
Initialisierung.

Die Breite berechnet sich aus vier Spalten pro Behilter plus 3 Spalten fiir die Sicherung ganz rechts.

Die verwendeten Teile: Jede Zahl wird durch eine Abfolge bestimmter Bausteine dargestellt. Fiir
jedes a; wird initialisiert, a; mal gefiillt und dann terminiert.

e Der Initiator ,,right gun®
e Der Fiiller ,,square®, ,,left gun®, ,,square*
e Der Terminator ,,square® , I
AbschlieBend werden die folgenden Teile verwendet:
e smal,right gun“
e e¢in,T“

o (5T+16)/4 mal I

Dies ist die Stelle, fiir die wir T teilbar durch 4 gefordert haben.

initiator filler, filler, ..., filler terminator

Abbildung 3: Fiillung eines Behdlters

Lemma 2: Das Spiel G(P) ist polynomiell in der Gréf3e von P und kann in polynomieller Zeit aus P
konstruiert werden.

Beweis: Das Spielfeld hat eine feste, bekannte Grofle. Die Anzahl der verwendeten Bauteile ist
endlich und auch bekannt. Somit ldsst sich das Spiel in polynomieller Zeit konstruieren. o



Lemma 3: Fiir jede Instanz P von 3-PARTITION, gibt es eine Abfolge 2 die das Spielfeld G(P)
komplett leert, ohne dass man das Spiel verliert.

{a) After all the pieces for the a,’s (b) After placing the & cormsecutive
have been placed as in Figure 4. RG's.

{c) Placing the T in the lock; this (d) The first | of (5T +16)/4 clears
clears two rows. four more rows.

d ] N W
(e} The second |, also clearing four (f) The kast I; the board is now com-
[OWS, pletely clear.

Abbildung 4: Komplettes Spiel

Beweis: Da P eine giiltige Instanz von 3-PARTITION ist, gibt es eine Partition von {1, ..., 3s} in
Ay, ..., Ay mit der Summe T aller A;. Alle Teile eines Set A; = {x,y,z} werden wie in der Abbildung 3
in den i-ten Behilter gefiillt.

In Abbildung 4 ist der Durchlauf des gesamten Spiels zu sehen. Zunédchst wurden alle Behilter
gefiillt und dann oben mit den ,,right gun“ Teile versiegelt. Am Ende wird mit dem ,, T die
Sicherung gedffnet, damit dann mit den ,,I* Teilen abgerdumt werden kann. Das Spielfeld ist
komplett leer. o



Korrektheit:

Annahme 1: In jeder giiltigen Abfolge wird kein Feld oberhalb der Zeile 5T + 18 gefiillt.

Aus Lemma 3 lésst sich folgern, dass die Anzahl der ungefiillten Felder zu Beginn genau der
Anzahl der Felder aller Teile entspricht. Da das Spielfeld am Ende leer ist, miissen alle Felder
unterhalb der Zeilen 5T + 18 gefiillt worden sein. Es wird kein Feld oberhalb gefiillt.

Annahme 2: In jeder giiltigen Abfolge

(1) werden alle Teile vor dem ,, T in die Behélter gefiillt.
(2) werden vor dem ,,T* keine Zeilen geldscht
(3) bleibt kein Behélter ungefiillt.

Zu 1. sollte ein anderes Teil auBBer dem T in die Sicherung platziert werden, wiirde das gegen

Annahme 1 versto3en.
Zu 2. folgt unmittelbar aus 1. keine Zeile kann geldscht werden, bevor die Sicherung gedffnet wird

Zu 3. sollten nicht alle Behélter gefiillt werden, wére das ein Versto3 gegen Annahme 1

Annahme 3: Jeder Behilter mit einem ,,Loch* bleibt unfiillbar.
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Abbildung 5: Ein unvorbereiteter Behdlter

Annahme 4: Es ist nicht zuléssig eines der Teile {Sq, LG, I} in einen unvorbereiteten Behélter zu
platzieren. Siehe Abbildung 5.
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