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Einfiihrung

Sudoku ist ein japanisches Logikritsel und hat folgende drei Regeln:
- gegeben ist ein n* x n? Gitter, welches in n x n Quadrate unterteilt ist. Der
Wert n wird als Ordnung bezeichnet.
- Einige Felder sind mit den Zahlen zwischen 1 und n? gefiillt
- Das Ziel ist es alle leeren Felder so mit den Zahlen von 1 bis n? zu fiillen, dass
jede Zeile, jede Spalte und jedes n x n Quadrat jede Zahl nur einmal enthélt.
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Die NP-Vollstindigkeit von Sudoku wird durch eine Reihe von Reduktionen gezeigt,
von bestimmten logischen Problemen iiber graphentheoretische Probleme bzgl.
Kantenzerlegung hin zum Problem der partiellen lateinischen Quadrate. Danach
erfolgt eine Reduktion von lateinischen Quadraten auf Sudoku.

Another Solution Problem (ASP)

Funktionsprobleme
Sei ' ein Tripel (D,S,0), das folgendes erfiillt
- D ist Menge der Instanzen eines Problems
- Sist Menge, die alles enthilt was Losung sein kann
- O ist Abbildung von D nach 2°. Fiir eine Instanz x O D, ist o(x) (O S)
Losungsmenge von x und ein Element aus 0(x) heiflit Losung von x.
Das Problem eine Losung fiir ein x L1 D (bzw. I1) zu finden hei3t Funktionsproblem.

FNP
FNP ist die Klasse, welche aus Funktionsproblemen I = (D,S,0) besteht und fiir die
gilt:
- es existiert ein polynomielles p, so dass |s| < p(|x|) fiir alle x [J D und fiir jedes
s [ o(x) gilt



- fiiralle x U D und y U S kann in polynomieller Zeit entschieden werden, ob y
0 o(x)

Entscheidungsproblem fiir '

Sei 1 = (D,S,0) ein Funktionsproblem. Y = {x U D | a(x) # U}. Ny = (D,Y) (also das
Paar bestehend aus Menge aller Instanzen und Menge aller Ja-Instanzen) nennt man
Entscheidungsproblem induziert durch I oder kurz Entscheidungsproblem fiir .

Beachte: Fiir jedes Entscheidungsproblem [’ [ NP existiert ein Funktionsproblem I
0 FNP, so dass [y =TT’

Polynomielle ASP-Reduktion
Seien I, = (D1,S4,01) und I, = (D»,S,,0,) Funktionsprobleme. Eine polynomielle
ASP-Reduktion von I nach I, wird erfiillt von ¢ = (¢p,ds):

- ¢p ist eine polynomiell berechenbare Abbildung von D, nach D,

- fiir alle x 0 D, ist §s eine polynomielle Bijektion von 01(x) nach 02($p(x)).

ASP-vollstandig
Ein Funktionsproblem [1 ist ASP-vollstindig genau dann, wenn 1 [ FNP und
n’ <Asp M fur alle n o FNP.

ASP-Vollstindigkeit impliziert NP-Vollstindigkeit.
1-in-4 SAT ist NP-Vollstindig

Cook hat gezeigt, dass das Entscheiden des Erfiillbarkeitsproblems von Formeln in
KNF mit genau drei Literalen (3KNF SAT) NP-vollstindig ist.

Schaefer hat gezeigt, dass die Entscheidung, ob eine 3KNF Formel eine erfiillende
Belegung besitzt bei der jede Klausel genau ein wahres Literal besitzt (1-in-3 SAT)
NP-vollstindig ist. Dies gilt auch, wenn jede Klausel nur ein Literal und keine
Negation besitzt.

Uberfiihrung von 1-in-3 SAT in ,Eindeutiges 1-in-4 SAT®. Ein Beispiel dieses
Problems ist eine Formel in KNF mit genau vier Literalen pro Klausel und einer 1-in-
4 SAT erfiillenden Belegung (d.h. eine wahre Belegung, die genau ein Literal pro
Klausel auf wahr setzt).

Theorem 1
Das eindeutige 1-in-4 SAT ist NP-vollstdandig.

Beweis

Zugehorigkeit zu NP ist klar. Vollstdndigkeit wird erreicht durch eine Reduktion auf
1-in-3 SAT. Gegeben sei eine Instanz von 1-in-3 SAT, eine Menge S von Klauseln, in
der keine Klausel ein negiertes Literal enthélt, konstruiere eine Menge von Klauseln T
durch eine neue Variable N und fiige N in jede Klausel von S ein. Jede Klausel in T
besteht aus vier unterschiedlichen Literalen. Drei zusétzliche Klauseln werden zu T
hinzugefiigt mit vier Variablen {A,B,C,D}; diese drei sind disjunkt: {A,B,C,N’},
{A,C,D,N’} und {A,B,D,N’} wobei N’ die Negation von N ist. Die Konjunktion der
Klauselmenge in T ist 1-in-4 erfiillend durch Setzen von N gleich wabhr, alle
urspriinglichen Variablen gleich falsch, A wahr und B, C und D falsch. Man kann



leicht sehen, dass keine andere 1-in-4 erfiillende Belegung N gleich wahr setzt. Ist N
falsch, dann gibt es eine 1-in-4 erfiillende Belegung genau dann, wenn die
Klauselmenge S 1-in-3 erfiillend ist und A, B, C und D falsch sind.

Kantenzerlegung von Graphen in Dreiecke ist NP-vollstindig

Das Problem heif3t ,,eindeutige Zerlegung in Dreiecke®, ein Beispiel ist ein Graph G
und eine Kantenzerlegung von G in Dreiecke. Das Problem ist nun zu entscheiden, ob
es mehr als eine solche Zerlegung gibt.

Theorem 2
Eine eindeutige Zerlegung in Dreiecke ist NP-vollsténdig fiir tripartite Graphen.

Beweisskizze

Zugehorigkeit zu NP ist klar. Um Vollstindigkeit zu zeigen wird ,,Eindeutiges 1-in-4
SAT* reduziert auf dieses Problem. Fiir den Beweis brauchen wir einen Graphen
H(3,p), der zwei unterschiedliche Zerlegungen in Dreiecke besitzt. H(3,p) hat die
Knotenmenge {(x,y,z) | xty+z = 0 (mod p)}. Zwei Konten sind adjazent, wenn sie in
einer Position iibereinstimmen und sich in den anderen zwei um eins unterscheiden.
H(3,p) ist dreifarbbar (tripartite) genau dann, wenn p = 0 (mod 3); es wird fortan
angenommen, dass p = 0 (mod 3). H(3,p) besitzt zwei unterschiedliche
Kantenzerlegungen in Dreiecke; bezeichnet im Folgenden als T-Zerlegung und F-
Zerlegung. T- und F-Patches sind wie bei Holyer[3] definiert.

Durch die Reduktion vom eindeutigen 1-in-4 SAT wird jede Variable durch eine
Kopie von H(3,p) dargestellt, die korrekt mit drei Farben gefarbt wurde. Tauchen vier
Variablen zusammen in einer Klausel auf, so werden diese identifiziert durch die vier
H(3,p)’s. Ist die Variable nicht negiert, so wird ein F-Patch verwendet, ist sie negiert
dann ein T-Patch. Nach Identifikation der vier Patches, wird das zentrale Dreieck
entfernt. Diese Identifikation wird fiir alle Klauseln ausgefiihrt, so dass Konten mit
derselben Farbe immer identifiziert werden; dies garantiert, dass der so konstruierte
Graph tripartite bleibt. Jede Identifikation von vier Patches verlangt, dass eine
Variable in der Identifikation einen T-Zerlegung erhilt (,,wahr), wenn sie nicht
negiert ist oder eine F-Zerlegung, wenn sie negiert ist. Die verbleiben drei erhalten
alle eine F-Zerlegung, wenn sie nicht negiert sind und eine T-Zerlegung, wenn sie
negiert sind. Die so erhaltene Kantenzerlegung entspricht genau einer 1-in-4
Belegung.

ASP fiir Lateinische Quadrate ist NP-vollstindig

Ein lateinisches Quadrat der Ordnung n ist eine n x n Matrix, in der in jeder Spalte
und jeder Zeile die Zahlen von 1 bis n genau einmal auftauchen. (siche Beispiel 1)

Beispiel 1: Beispiel 2:
1|13]2 1

312]1 2
2(1(3 3

Ein partielles lateinisches Quadrat ist ein lateinisches Quadrat, welches teilweise leere
Felder aufweist (siche Beispiel 2).



Gegeben sei ein partielles lateinisches Quadrat der Ordnung n, der zugehdrige
Liickengraph ist ein Graph mit der Knotenmenge {r(1),...,r(n),c(1),...,c(n),
e(1),...,e(n)}, also 3n Knoten, wobei r(i) die i-te Zeile, c(i) die i-te Spalte und e(i) das
Element 1 markiert. Die Kante {r(i),c(j)} ist enthalten, wenn der Eintrag (i,j) leer ist.
Die Kante {r(i),e(k)} ist enthalten, wenn Reihe i das Element k nicht enthélt. Die
Kante {c(j),e(k)} ist enthalten, wenn Spalte j das Element k nicht enthilt. Dieser
Inzidenzgraph hat ein Kantenzerlegung in Dreiecke genau dann, wenn das partielle
lateinische Quadrat eine Losung besitzt. Und zwar, die Anzahl der Losungen fiir das
partielle lateinische Quadrat und die der Kantenzerlegungen sind gleichgroB3. Das
folgende Theorem =zeigt, dass alle gleichmiBigen tripartiten Graphen aus den
Liickengraphen von partiellen lateinischen Quadraten entstehen.

1

Theorem 3

Gegeben sei ein gleichméBiger tripartiter Graph G mit 3n Knoten, dann gibt es ein
partielles lateinisches Quadrat der Ordnung 2n, dessen Liickengraph aus G zusammen
mit 3n vereinzelten Knoten besteht. Aullerdem kann ein solches partielles lateinisches
Quadrat in Polynomialzeit von n konstruiert werden.

Durch diese Konstruktion erhalten wir

Theorem 4
Sei ein partielles lateinisches Quadrat P gegeben und eine Losung L, dann ist die
Entscheidung, ob P eine weitere Losung besitzt NP-vollstindig.

Beweis

Das Problem der eindeutigen Kantenzerlegung in Dreiecke fiir tripartite Graphen,
dessen NP-Vollstindigkeit aus Theorem 2 folgt, wird reduziert. Wir gehen daher von
einen gleichmifBigen tripartiten Graph G aus und einer Kantenzerlegung von G in
Dreiecke. Unter Verwendung von Theorem 3 wird ein partielles lateinisches Quadrat
P konstruiert, dessen Liickengraph G entspricht; die Kantenzerlegung von G liefert
eine Losung fiir P. Die Existenz einer zweiten Losung fiir P ist gleichbedeutend mit
einer zweiten Kantenzerlegung fiir G und somit ist die NP-Vollstdndigkeit gezeigt.



Sudoku ist NP-vollstandig

Lemma 1
Fiir £,/ 0 {0,...,n% - 1} gilt
0o (i,))U0 B

SG, /) =0 . , ,
0((imodn)n+ [i/n[]+ j)modn> sonst

wobei B = {(i,j)|F/n0= 0 und (jmodn) = 0}
Sudoku S’ erhdlt man durch Ausfiillen von S und S’ ist eine Losung, wenn
- 0@ HO B,S'(i,j)ymodn = 0
- Quadrat L mit L(i,j/n) = S(i,j)/n fiir alle (i,j) U B ist lateinisches Quadrat

Das Quadrat S, definiert durch So=((imodn)n+ [[/n[J+ j)modn?bildet eine Lésung

fiir Sudoku, d.h. jede Zeile, Spalte und jedes kleine Quadrat enthalten die Zahlen von
0 bis n?-1 genau einmal.

Theorem 5
Eine Losung fiir ein gegebenes Sudokuproblem zu finden ist ASP-vollstidndig.

Beweis

Zugehorigkeit zu FNP ist klar.

Polynomialzeitliche ASP-Reduktion vom Problem lateinischer Quadrate auf Sudoku.
Fiir ein gegebenes partielles lateinisches Quadrat L der Ordnung n, konstruiere
Sudoku S wie folgt:

OL(i, j/n)n @, )0 B,L(3i,j/n)#0
SG.j) =10 i.)0 B.LG.j/m) =0
H((imodn)n + [i/n[J* j)modn?® sonst
Aus Lemma 1 folgt, jede Losung fiir L hat eine zugehorige Losung fiir S und diese ist

in Polynomialzeit berechenbar. Somit ist die ASP-Reduktion in Polynomialzeit
erfullt.
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