Sokoban ist PSPACE-vollständig
von Klaas Joeppen

Sokoban ist ein Puzzlespiel, das 1982 von Hiroyuki Imabayashi erfunden wurde.

Darüberhinaus steht es für ein japanisches Wort, welches sinngemäß Lagerarbeiter bedeutet.

Spielregeln
Sokoban wird auf einem, in Quadrate aufgeteiltem Feld gespielt. Der Spieler steuert eine Figur in der Größe eines Feldes, die wahlweise einen Zug nach oben, unten, links oder rechts bewegt werden kann. Jedes Feld kann wahlweise als begehbares Feld, begehbares Zielfeld oder unbegehbare Wand festgelegt werden. Felder können außerdem unbegehbare Kisten enthalten. 
Die Figur kann genau eine Kiste bewegen, indem sie diese in Laufrichtung vor sich herschiebt, unter der Bedingung, daß das Feld hinter der Kiste frei ist. Die Figur wird deshalb auch als Pusher bezeichnet.

Ziel des Spiels ist es alle Kisten auf die angegebenen Zielfelder zu verschieben.
Problem

Das Sokoban-Problem ist ein Entscheidungsproblem. Die Fragestellung besteht darin, zu einer gegebenen Spielkonfiguration zu entscheiden, ob es eine Folge von Pusherbewegungen gibt, mit der alle Kisten auf die Zielfelder verschoben werden können. Wir bezeichnen mit n die Anzahl der Felder des Rätsels.
Dor und Zwick [1] deuten an, daß dieses Problem in PSPACE liegt.
Culberson [2] beweist, daß dieses Problem PSPACE-schwer ist und somit PSPACE-vollständig.

Beweisschritte:
1.) Es wird ein Algorithmus angegeben, der zeigt das Sokoban in PSPACE liegt.
2.) Es wird gezeigt, daß in O(n) ein Sokoban-Puzzle konstruiert werden kann, welches eine Turing-Maschine mit linearem Band mit Eingabe so simuliert, daß folgende Aussage gilt: 
  Das entsprechende Puzzle hat genau dann eine Lösung, wenn die Turingmaschine akzeptiert. 
Da das Entscheidungsproblem für lineare beschränkte Turing-Maschinen PSPACE-schwer ist, 
ist somit auch Sokoban PSPACE-schwer.

Also Sokoban ist PSPACE-vollständig.

Zu 1.)

Eine nichtdeterministische Turingmaschine führt Zug um Zug aus. Findet sie eine Lösung, akzeptiert sie. Es existieren zu einem Spielfeld nur 
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 verschiedene Konfigurationen. Findet die Turing-Maschine bis in diese Tiefe keine Lösung, hat sie alle möglichen Konfigurationen ausprobiert und akzeptiert somit nicht. (n Anzahl der Felder, k Anzahl der Kisten). Der Algorithmus benötigt nur O(n) Platzbedarf da er sich nicht viel mehr als das Spielfeld merken muß.

Aus Savitch´s Theorem folgt:
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Zu 2.)  Zunächst werden wir ein paar Bauteile einführen die für die Simulation gebraucht werden.

Einbahnstraße
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Abbildung 1: Aufbau Einbahnstraße

Abbildung 2
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Abbildung 3:  Symbol Einbahnstraße
Dieses Bauteil hat die Eigenschaft, daß es nur von A nach B passiert werden kann, ohne dabei die Kiste in eine unlösbare Position zu bringen. Von A nach B gelangt man, indem die Kiste erst nach rechts verschoben, umlaufen und dann wieder nach links verschoben wird.

Von B nach A gibt es keinen Weg, da die Kiste nur auf drei möglichen Feldern liegen kann, und der Pusher die Kiste in keiner Anordnung umlaufen kann.
Heimkehrer
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Abbildung 4: Aufbau Heimkehrer (links offen. rechts geschlossen)
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Abbildung 5: Symbol Heimkehrer

Hat der Pusher das Bauteil Heimkehrer durchlaufen, so zwingt es ihn dazu, den gleichen Weg nocheinmal in umgekehrter Richtung zu durchlaufen, da die Kisten des Bauteils anderenfalls nicht auf die Zielfelder gelangen würden. Die Züge des Pushers sind durch dieses Bauteil eindeutig festgelegt, da jede Abweichung zu einem unlösbaren Zustand führen würde.
Durchlauf-Zurücksetzer
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Abbildung 6:Aufbau Durchlauf-Zurücksetzer (links geschlossen, rechts offen)
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Abbildung 7: Symbol Durchlauf-Zurücksetzer

Der Pusher muß die Kiste, nach Durchlaufen des Heimkehrers, nach links verschieben (Abb.6 rechts), um das Bauteil schließlich durch diesen zu verlassen. Somit kann er von Eingang A zum Ausgang B wandern. Andere Möglichkeiten gibt es nicht, da er sonst nur von R nach B oder von A nach R wandern könnte. Ersteres ist nicht möglich, da er die aus dem Heimkehrer stammenden Kisten nicht in den dortigen Zielfeldern hinterlassen kann. Da der Pusher das Bauteil über den Ausgang B verläßt, ist der Eingang A blockiert. Der Heimkehrer ist somit weder über A, B noch R – der von außen blockiert ist – in seine Ausgangsposition rückführbar. Um den Eingang A zu deblockieren, muß der Pusher zuerst über den Heimkehrer ins Innere und dann über denselben wieder heraus. Dadurch wird der Heinkehrer weiterhin als Ausgang blockiert; also ist der Weg von A nach R nicht möglich.
Kreuzung
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Abbildung 8: Symbol Kreuzung

Eine Kreuzung ist eine Zusammenführung mehrerer Gänge.
Überführung
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Abbildung 9: Symbol Überführung
Die Überführung besitzt die Eigenschaft, den Pusher nur zwischen A und A´  bzw. B und B´ wandern zu lassen. Die Kisten befinden sich zu Beginn und nach Durchlaufen auf den Zielfeldern.
Zelleinheit
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Abbildung 10: Aufbau Zelleinheit

Eine Zelleinheit ist ein Bauteil, das eine Zelle des Bandes repräsentieren kann. Sie beinhaltet aber auch das Steuerwerk der Turing-Maschine unserer Simulation. Die Eingänge des Bauteils entsprechen den Zuständen der zu simulieren Turing-Maschine. Gezeigt wird der Aufbau der Zelleinheit anhand eines Zustands. Der Aufbau für die anderen Zustände folgt analog, wobei die Zustandsüberführung und das Bandsymbol von allen Zuständen einer Zelleinheit verwandt werden.
Der Pusher betritt das Bauteil am Eingang – jetzt sind alle Kisten des Bauteils bis auf eine auf einem Zielfeld. Er speichert den aktuellen Zustand durch Öffnen des Durchlauf-Zurücksetzers in der Zustandssicherung. Er erreicht über eine Einbahnstraße das Bandsymbol. Dort ist nur ein Durchlauf-Zurücksetzer geöffnet, der den gelesen Buchstaben symbolisiert. Anschließend muß er sich in den Gang einreihen, den er vorher in der Zustandssicherung geöffnet hat, da alle anderen durch die Zustandssicherung verschlossen sind. Auf dem Weg zur Zustandssicherung hat er die Möglichkeit einen bestimmten Buchstaben des Bandsymbols zu öffnen, aber nur falls er die Zelleinheit das letztemal betritt, ansonsten muß er es. Er wird einen Durchlauf-Zurücksetzer der Zustandsüberführung öffnen. Über diesen kann er das Bauteil nach Durchlaufen der Zustandssicherung verlassen. Die Heimkehrer an den Übergängen zum Bandsymbol und zur Zustandsüberführung verhindern, daß der Pusher dort in einen anderen Zustand gelangt. Er muß immer in den Zustand zurückkehren, aus dem er gekommen ist. 
Der Weg des Pusher ist bestimmt durch den aktuellen Zustand (Eingang) und dem gelesenen Buchstaben.
Folgende Fälle führen zum Fehlschlagen der Simulation:

1.)  Akzeptiert die Turing-Maschine, und existiert ein Buchstabe, den sie nicht gelesen hat, dann kann das Sokoban-Rätsel nicht gelöst werden, da der Pusher nicht sämtliche Bandsymbole lesen kann.
2.) Liest die Turing-Maschine jeden Buchstaben ohne zu akzeptieren, dann kann der Pusher alle Bandsymbole auslesen und somit das Rätsel lösen.

Aus diesem Grunde wird ein „Rechnung akzeptierend beendet“-Zustand eingefügt.

Dieser Zustand ist nur zu erreichen, wenn die Turing-Maschine in einen Zustand gerät, der akzeptierend ist und in diesem auch verbleibt. Von dort gelangt man in jeden  „Rechnung akzeptierend beendet“-Zustand jeder Zelleinheit und kann das Bandsymbol schließen.
In der ersten Zelleinheit wird eine neue Kiste neben ein neues Zielfeld in den „Rechnung akzeptierend beendet“-Zustandsgang gesetzt. Somit ist auch sichergestellt, daß zum Lösen des Rätsels ein akzeptierender Zustand erreicht werden muß.

Verbindung der Zelleinheiten
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Abbildung 11: Verbindung der Zelleinheiten
Aus den Zelleinheiten läßt sich das Puzzle, das die Turingmaschine simuliert, zusammenbauen. Dazu werden n Zelleinheiten wie in der Abbildung verbunden. Die sich oben und unten befindlichen Eingänge einer Zelleinheit werden jeweils mit den Ausgängen, die sich an den Seiten befinden, mit den benachbarten Zelleinheiten verbunden.
Die Konstruktion einer Zelleinheit hängt von der Anzahl der benötigten Überführungen ab. Diese wird bestimmt durch die Anzahl der Zustände z und der Größe des Bandalphabets b der zu simulierenden Turing-Maschine. Zwischen Bandsymbol und Zustandssicherung gibt es b*z Gänge, die wieder zum Bandsymbol und zur Zustandsüberführung führen und sich kreuzen. Dort werden maximal 
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 Überführungen benötigt. Die Anzahl dieser Art von  Kreuzungen ist aber innerhalb der Zelleinheit konstant. Um für alle n Zellen das Bandsymbol zu setzen und die Zelleinheiten untereinander zu verbinden, werden nochmals O(n) Schritte benötigt. So ist die Konstruktion unseres Rätsels in 
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Zeit, das heißt polynomiell, möglich.
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