Planares 3 SAT ist NP-vollständig
Referentin: Jale Hayta
Einführung
In diesem Referat geht es um den Beweis der NP-Schwerheit des planaren 3 SAT, der im Paper von David Lichtenstein Planar formulae and their uses, besprochen wird. Es wird gezeigt, dass die NP-Schwerheit von 3 SAT auch für planare 3SAT gilt. "Planar" bedeutet, dass es einen Graphen gibt, der kreuzungsfrei ist. Darauf wird im Folgenden näher eingegangen. 
Es wird gezeigt: 3SAT ≤P P3SAT (planares 3SAT).

3 SAT
Gegeben sind m Klauseln mit n Variablen in konjunktiver Normalform und jede Klausel enthält höchstens 3 Literale. Gegeben sind Boolesche Variablen x1,…, xn. Zu jeder Variablen gibt es 2 mögliche Literale x und ¬x. Alle Klauseln müssen mindestens ein wahres Literal haben, damit die Formel erfüllt ist. 3-SAT ist NP-vollständig.

Beweisidee:
Eine 3 SAT Formel B hat einen Graphen G(B). Dieser Graph muss nicht planar sein, kann aber. In polynomieller Zeit wird er in G(B') umgewandelt. G(B') ist aber planar und hat die P3SAT Formel B'. Und es gilt, dass B genau dann erfüllbar ist, wenn B' erfüllbar ist. Die Modifikation in einen planaren Graphen ändert zwar die Formel, aber nichts an der Erfüllbarkeit der Formel.
Beweis am Beispiel

Definition: Sei B eine 3 SAT Formel. Dann gilt G(B) = (N,A) mit der Knotenmenge N und der Kantenmenge A:
N=(cj ≤ j ≤ m(  ( {vi |1 ≤ i ≤ n(. A= A1(A2, wobei gilt: 

A1 = (( ci,vj (|vj (ci oder (vj (ci ( 

  A2 = (( vj,vj+1 (|1≤ j<n }} ( {vn,v1 ((
A1 drückt die Verbindung (Kanten) zwischen Punkten und Klauseln aus und A2 zeigt, dass alle Variablen miteinander verbunden werden.
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Abbildung 2
Beweis am Beispiel

Zur Veranschaulichung des Beweises wird ein Raster benutzt der Größe 3m x 3m. Klauseln ci werden links angeordnet und die Variablen horizontal unten am Raster. Die Verbindungen zwischen Klauseln und Variablen werden mit Kanten dargestellt in Abbildung 2. Für den Transfer in einen planaren Graphen, muss man die Überkreuzungen „entfernen“ ohne die Erfüllbarkeit der Formel B zu ändern. 
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Abbildung 3

Diese Überkreuzungen werden ersetzt durch Subgraphen G(X). Diese sind wie folgt spezifiziert:
1. ((a2+(b2+() (a2+(() (b2+(() 

,i.e. 
a2b2 ( (;
2. ((a2+b1+()(a2+(()((b1+(()

, i.e.  
a2(b1 ( (;
3. (a1+b1+()((a1+(()((b1+(()

, i.e.  (a1(b1 ( (;
4. (a1+(b2+()((a1+(()(b2+(()

, i.e.  (a1b2 ( (;
5. ((+(+(+(); 



,i.e. ((+(+()((+(+( ()
6. (((+(() (((+(() (((+(() (((+((); 
7. (a2+(a) (a+(a2)(b2+(b) (b+(b2)
, i.e. a ( a2, b ( b2;

Bemerkung: Ein “+” steht für eine „oder-Verbindung” und kein Zeichen steht für eine „und-Verbindung“.

„i.e.“ steht für logisch äquivalent.
Es werden neue Hilfsvariablen {(, (, (, (, (}eingeführt, gleichzeitig ist wichtig, dass die Variablen a oder (a von a1 oder (a1 und analog b oder (b von b1 oder (b1 ersetzt werden.
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Abbildung 4
Jeder kleine Kreis stellt einen Klausel dar und die großen Kreise eine Variable.
Die Ersetzungen durch diese Gadgets finden von unten rechts nach links oben statt, indem weiter die neuen Variablen benutzt werden und der Graph immer weiter ergänzt wird, bis er letztendlich planar ist.
Es gilt: X ist erfüllbar ( X eine erfüllende Belegung annimmt.

Für den Beweis ist daher folgende Frage wichtig: Wie ist X belegbar, sodass es eine erfüllende Belegung bekommt?
“(”:

Für die Variablen {(,(,(, () vermuten wir, dass nur eine genau „wahr“ sein darf, damit die Belegungen für a, a1, a2 und b, b2, b3 erfüllbar werden.
Annahme laut Abbildung: a ( a1 und b(b1.
Sei ( wahr. Dann gilt laut Zeile 6 der obigen Spezifikation, dass ( und ( falsch sind. Weiter kann man durch einsetzen in die linke Seite von der 4. Zeile herausfinden, dass auch ( falsch ist. Vermutung bestätigt. Probiert man dies mit den anderen Hilfsvariablen durch, so kommt immer eine erfüllende Belegung heraus. Aufgrund von der Zeile 7 und der Annahme, dass a ( a1 und b(b1 ist, gilt: a(a1(a2 und b(b1(b2. Rechnet man dieses Beispiel für die anderen Variablen {(, (, () durch, kommt wie zuvor eine wahre Belegung heraus.
“(“:


	a
	b

	0
	0

	0
	1

	1
	0

	1
	1


Die Variablen a und b können folgende Belegungen haben:
Wir wählen eine Belegung aus und müssen eine erfüllende 

Belegung für die Hilfsvariablen {(,(, (, () bekommen.

(Dies funktioniert mit allen Belegungen für a und b.)
Seien a und b wahr. Dann gilt unter der Voraussetzung 

a(a1(a2 und b(b1(b2 :

a2b2 ( (

( wahr

a2(b1 ( (
( falsch

(a1(b1 ( (
( falsch

(a1b2 ( (

( falsch. 

Wieder ist nur eine der Hilfsvariablen „wahr“ und somit wird die Formel X erfüllend.□
Beide Seiten ergeben erfüllende Belegungen unter den gegebenen Voraussetzungen (für {(,(, (, () gilt, dass nur eine genau „wahr“ sein darf und a(a1 und b(b1). Daher ist auch P3SAT erfüllend.
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Abbildung 5

Hier sind die Subgraphen zu sehen mit den Verbindungen unter den einzelnen Variablen. Auch in unserem Beweisgraphen kann man diese Verbindungen einzeichnen ohne die Planarität des Graphen zu zerstören.
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Abbildung 6
Die maximale Belegung eines Gitters wie in Abbildung 5 ist 9m² (m-Gittergröße). Der Algorithmus, der diese Transformation von G(B) in G(B’) durchführt, führt in jedem Schritt eine konstante Anzahl von Arbeit durch und es kann nicht mehr als 9m² Schritte geben, daher findet die Transformation in polynomieller Zeit statt. 
P3SAT ist eine 3 SAT Formel, die eingeschränkt ist auf die Formel B, sodass G(B) planar ist. ( P3SAT ist NP-vollständig.
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