3-Färbbarkeit von Graphen mit Maximalgrad 4 ist NP-vollständig
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Die Beweisführung erfolgt in 3 Schritten mittels dreier Reduktionen.

1.
3SAT ( 3-Färbbarkeit von Graphen

Folgende Konstruktion eines Graphen H dient zur Beweisführung:

[image: image8.png]



Abbildung 1: Graph H

Eigenschaften des Graphen:

· 1.1 jede Färbung der Knoten a,b,c so dass 1 ( {f(a),f(b),f(c)} kann zu einer gültigen 3- Färbung erweitert werden, so dass f(y6)=1

· 1.2 wenn f(a)=f(b)=f(c)=i, dann ist auch f(y6)=i

Betrachten wir nun eine Menge C von p Klauseln mit n Variablen x1,x2,...,xn als Eingabe für 3-SAT. Jede Klausel habe dabei 3 Literale: Ci=(ai(bi(ci). Wenn wir uns nun einen Graphen G konstruieren können, der genau dann 3-färbbar ist, wenn C erfüllbar ist, gelingt die Reduktion.

Konstruktion:

Menge N von Knoten für G ist gegeben durch: 
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Menge A von Kanten für G ist gegeben durch:
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Wir erhalten also für jede Klausel Ci einen Subgraphen (der H entspricht) yi1,yi2,...,yi6 mit Variablenknoten ai,bi,ci.

„=>“

Betrachten wir nun eine wahre Belegung für C:

Wir definieren f:N -> {yij:1(i(p, 1(j(6}, indem wir f(v1)=1, f(v2)=2, f(v3)=3, f(xi)=1 und f(
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)=2 setzen, falls xi wahr ist, und f(xi)=2 sowie f(
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x

i

)=1 setzen, falls xi falsch ist.

Offensichtlich weist die Funktion jedem Knoten verschiedene Werte zu (Farben). Ausserdem, weil C wahr erfüllt ist, gilt: 1=f(v1)({f(ai), f(bi), f(ci)} für jedes i, 1(i(p. Also kann wegen der Eigenschaft 1.1 f zu einer gültigen 3-Färbung f:N->{1,2,3} für G erweitert werden.

„<=“

Umgekehrt, gehen wir davon aus, dass f:N->{1,2,3} eine gültige 3-Färbung von G ist:

Die Kanten aus A erzwingen folgende Eigenschaften:
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Daraus folgt (nach Eigenschaft 1.2), dass f(v1)({f(ai), f(bi), f(ci)} für jedes i, 1(i(p. Weil außerdem f(xi) ( f(
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) gilt, folgt daraus,  dass das Setzen von x auf wahr - dann und nur dann, wenn f(xi)=f(v1) - eine erfüllende Belegung für C ergibt. Also ist C dann und nur dann erfüllbar, wenn G 3-färbbar ist.

2.
3-Färbbarkeit von Graphen ( 3-Färbbarkeit von planaren Graphen

Die Schlüsselkonstruktion für diesen Beweis ist wiederum ein Graph H mit 13 Knoten und den Ausgängen u, u’,v,v’. 
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Abbildung 2 Graph H

Eigenschaften des Graphen:

· 2.1 jede gültige 3-Färbung von H ergibt die gleiche Farbe für u, u’, und für v,v’

· 2.2 für jedes (i,j)((1,2,3)x(1,2,3) gibt es eine 3-Färbung von H, bei der u,u’ Farbe i erhalten und v,v’ Farbe j

Wir konstruieren uns aus einem gegebenen Graphen G =(N,A) nun einen planaren Graphen G’=(N’,A’) wie folgt:

1)

· Erstelle G in der Ebene (Kanten dürfen sich hier noch kreuzen)

· Nicht mehr als 2 Kanten treffen sich an einem Punkt (ausser ihrem Endpunkt)

· Keine Kante berührt einen Knoten, der nicht ihr eigener Endpunkt ist

2)

- Für jede Kante {x,y}(A bezeichne „x-y-Linie“ ihren Repräsentanten in der Ebene

- Für jede solche Linie, die von anderen Linien gekreuzt wird, füge neue Punkte hinzu:


- einen zwischen jedem Endpunkt und der nächsten Kreuzung


- einen zwischen jedem Paar von adjazenten Kreuzungen

3)

- Ersetze jede Kreuzung im Graphen durch den Graphen H, wobei u,u’ die nächstliegenden neuen Punkte auf jeder Seite der Kreuzung von 1 Linie ersetzen und v,v’ die an der anderen Linie.

4)

- Für jedes {x,y}}(A wähle einen Endpunkt als besonderen Endpunkt und verschmelze ihn mit dem nächstliegenden neuen Punkt auf der (x-y-Linie)

- Die Kante zwischen dem anderen Endpunkt und seinem nächstliegenden neuen Punkt auf der (x-y-Linie) wird die „operante Kante“ der {x,y}-Linie genannt

Damit erhalten wir G’.

Sei G’ nun 3-färbbar und sei f:N’->{1,2,3} eine gültige 3-Färbung. Dann ist f auf N(N’ beschränkt eine gültige 3-Färbung von G. 

Indirekter Beweis:

Falls nicht, würde eine Kante {x,y}(A existieren, so dass f(x)=f(y). Betrachte die {x,y}-Linie in G’ und nimm o.B.d.A. an, dass x der besondere Endpunkt für diese Linie ist:

Aus Eigenschaft 2.1 folg dann, dass alle neuen Punkte auf der {x,y}-Linie die gleiche Farbe wie x haben. Also müssen auch beide Endpunkte der operanten Kante für diese Linie die gleiche Farbe haben. Widerspruch!

Umgekehrt, wenn f:N->{1,2,3} eine gültige 3-Färbung für G ist, kann f zu einer gültigen 3-Färbung für G’ wir folgt erweitert werden:

· für jedes {x,y}(A, färbe jeden neuen Punkt auf der {x,y}-Linie mit Farbe f(x), wovei x der besondere Endpunkt dieser Linie ist. Das stellt sicher, dass alle operanten Kanten von G’ gültig gefärbt sind.

· Mit der Eigenschaft 2.2 kann diese 3-Färbung auf die inneren Knoten der Kreuzung erweitert werden, womit man eine gültige 3-Färbung von G’ erhält.

· G’ ist 3-färbbar dann und nur dann, wenn G 3-färbbar ist.

3.
3-Färbbarkeit von planaren Graphen ( 3-Färbbarkeit von planaren 


Graphen mit Maximalgrad 4

Schlüssel für die Konstruktion dieser Reduktion bilden sogenannte „Knoten-Ersetzungen“. Hierbei werden Knoten, die einen Grad k>4 haben, durch Substitute HK ersetzt.
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Abbildung 3 Graph H3

Die Reduktion gelingt, wenn wir aus einem planaren Graphen G einen planaren Graphen G’ erstellen können, der dann und nur dann 3-färbbar ist, wenn G 3-färbbar ist.

Konstruktion:

· Wähle eine planare Einbettung von G und bezeichne die r Knoten von G mit Knotengrad >4 willkürlich mit v1,v2,...,vr
· Konstruiere nun eine Folge von Graphen G=G0,G1,...,Gr=G’ wie folgt:

· Gi wird von Gi-1 aus konstruiert. Sei d der Grad von vi in Gi-1 und seien {u1,vi},{u2,vi},...,{ud,vi} die zu vi gehörigen Kanten im Uhrzeigersinn

· Um Gi zu bilden, lösche Knoten vi aus Gi-1 durch Ersetzen mit Hd, und ersetze jede Kante {uj,vi} durch eine Kante, die uj mit dem Outlet-Knoten j des Knoten-Substituts verbindet.

Es folgt aus der Konstruktion und den Eigenschaften 3.1)...3.4), dass für 0(k(r der Graph GK planar ist, r-k Knoten mit Grad>4 hat, und dass GK 3-färbbar dann und nur dann ist, wenn G 3-färbbar ist. Also, G’=G erfüllt alle erforderlichen Bedingungen.

Quellen:

Graphenfärbung: Graphen mit Maximalgrad 4 (M. R. Garey, D. S. Johnson, and L. Stockmeyer, "Some Simplified NP-Complete Graph Problems", Theoretical Computer Science 1 (1976), 237-267) 
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3.1) Hk hat 7(k-2)+1 Knoten, mit 7 Outlets (Knoten mit Grad 2)


3.2) Kein Knoten von Hk hat Grad>4


3.3) Hk ist planar


3.4) Hk ist 3-färbbar, aber nicht 2-färbbar, und jede gültige 3-Färbung von Hk weist den Outlet-Knoten die gleiche Farbe zu
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